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§• 1 . 

Newton, lo scopritore dell - attrazione universale, fece pel 
primo ‘la riflessione, che la direzione di un pendolo in equi- 
librio, ovvero di un filo a piombo, dev' essere deviata per 
l’influenza di una montagna, che gli sta vicino *). Però man- 
cavano a questo gran filosofo i dati necessari per una ricerca 
più profonda di questo argomento, a fra questi principalmente 
la cognizione della densità media del globo terrestre. Tale 
elemento, che per la prima volte fu determinato da Maske- 
lyne e Hutton al Monte Shehallien in Iscozia, si conosce ora 
dopo le ricerche di Cavendish, Carlini, Baily, Reich e Airy 
con maggior esattezza, ed essendo la cognizione della devia- 
zione del filo a piombo (conosciuta anche sotto il nome di 
attrazione locale) di somma importanza per la geodesia, vari 
autori si occuparono a determinarla in diverse località. Ma 
non solo la geodesia, bensì anche la geologia trarrà un 
giorno il suo profitto dagli indicati studi, perchè essendo 
l'attrazione locale in prossimità di una montagna determinata 
dietro esatte osservazioni geodetiche e astronomiche, questa 
può giovare alla cognizione della densità delle rocce, di cui 
è composto l’interno del monte, e quindi alla natura e alle 
condizioni generali di queste rocce. 

Ma come si può riconoscere questa deviazione? Siccome 
tutti gli effetti della gravità sono ugualmente soggetti a questa 
perturbazione , non si ha più il vero termine di paragone, e 
sarà inutile qui, ricordare, che i livelli a bolla d’aria sono 
pur essi affetti dell’ azione in proposito, si è quindi costretto 
cercare altri mezzi per procurarsi la vera direziono della 
verticale. 

*) A Treatise of thè System of thè World, by sir Isaac Newton, 
London 1728. 

Keller, Ricerche sull’ attrazione delle montagne. 1 
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Per (lare una idea del modo con cui si può determinare 
la verticale, si rifletti, che una stella comparisce egualmente 
elevata in tutti i luoghi situati nel medesimo parallelo, vale 
a dire in una linea diretta da Est ad Ovest. Si osservi quindi 
con un buon istrumento in primo luogo al Nord o al Sud 
della montagna e pili vicino ad essa che è possibile, l’altezza 
meridiana di una stella. Per seconda stazione si scelga un 
punto posto nel medesimo parallelo col primo, ma tanto 
distante dal monte, che la sua azione sul filo a piombo 
riesca insensibile, e si determini la distanza meridiana della 
medesima stella. Se il monte non agisse sul filo a piombo 
della prima stazione, le due altezze osservate dovrebbero fra 
loro coincidere, ma quando ha luogo il contrario, la differenza 
delle altezze medesime sarà appunto l’angolo di deviazione 
del filo a piombo della" prima stazione, Bouguer propose 
ancora un altro metodo, onde rendere percettibile questa de- 
viazione ; consiste questo nell’ osservare l’altezza di una stella 
in due stazioni collocate vicine alla montagna, una al Nord, 
l’altra al Sud della medesima e precisamente nel medesimo 
meridiano. L’effetto sarà in questo caso raddoppiato, perchè 
le deviazioni dei fili a piombo sono in senso contrario nelle 
due stazioni, l’altezza della stella aumenta in una stazione, 
diminuisce nell’ altra. Conoscendo la latitudine di un punto, 
si può trovare quella di un altro, posto nel medesimo meri- 
diano col primo, misurando l’arco del meridiano, compreso 
fra i due punti, con mezzi puramente geodetici, e paragonando 
questa latitudine con quella determinata astronomicamente, si 
può vedere, se avvi deviazione del filo a piombo nella seconda 
stazione; beninteso si suppone qui sempre, che alla prima 
stazione non esista alcuna deviazione. Similmente si può ope- 
rare con due punti, posti nel medesimo parallelo, potendosi 
la differenza di longitudine di due punti determinare o con 
mezzi puramente geodetici ovvero con mezzi astronomici. 
Quanto spetta poi al caso, in cui le posizioni dei due punti 
non coincidono, nè in latitudine, nè in longitudine, apparisce 
ad evidenza, che questo si può sempre riportare ai due casi 
precedenti. 

La presente memoria ha per oggetto lo sviluppo di al- 
cune formule e considerazioni che si riferiscono alla determi- 
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nazione dell’ attrazione locale, e queste saranno in appresso 
applicate ad alcuni casi particolari. Però per non interrom- 
pere nel seguito troppo spesse volte i ragionamenti con lunghi 
sviluppi analitici, credo utile di stabilire prima alcune formule 
generali, sulle quali si basa il resto della memoria, Riporto 
poi anche parecchie formule, che non trovano la loro mime-, 
diata applicazione nelle attrazioni locali, e ciò ho fatto perche- 
esse, mentre sono legate strettamente colle altre, mi sembrano 
presentare qualche interesse per la teorica delle attrazioni 
in genere. 


Parte prima. 

Svilujìpo di alcune formule relative all’ attrazione. 

§. 2 . 

S’immagini una piramide qualunque, composta di materia 
omogenea, e un punto materiale collocato nel suo vertice. 
Per trovare l’attrazione di questa piramide sull’ indicato punto, 
si guidino tanti piani paralleli alla base; questi dividono la pi- 
ramide in elementi, i quali si possono considerare come prismi 
di un altezza infinitesima, e per piu brevità di linguaggio si 
chiameranno questi elementi piani materiali. Volendo para- 
gonare le attrazioni, che esercitano due qualsiasi di questi 
piani materiali A e B sul punto materiale posto nel vertice, 
si consideri questo come vertice di un angolo solido infini- 
tesimo, il quale interseca i due piani materiali A e 3 in 
due curve o figure a c b di dimensioni infinitesime. Ora fa- 
cilmente si vede, che dando ai due piani materiali A e li 
la medesima ertezza, le due azioni, che essercitano gli ele- 
menti a eh sul vertice, saranno uguali, fra loro. Infatti è 
chiaro, che le masse degli elementi in proposito stanno in 
ragione del quadrato delle loro distanze dal vertice, ma sic- 
come l’attrazione diminuisce in ragione inversa del quadrato 
della distanza, così è provato, quanto fu asserito. Dal fatto 
ora messo in evidenza segue immediatamente, che anche le 
attrazioni complessive degli interi piani A e li sul vertice 
debbono essere uguali fra loro, e per tale fine basterà riflet- 
tere, che le sopra indicate azioni elementari non sono sol- 

1* 
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tanto uguali in intensità, come fu ora esposto, bensì anche 
in direzione. 

Si denoti adesso con F l’attrazione, che produce la sola 
base sul vertice della piramide nel caso ipotetico, in cui 
sulla medesima fosse uniformamente distribuita la massa di 
un prisma dell’ altezza = 1, eretto sulla stessa base, sup- 
ponendo ancora, che questo prisma possieda uguale densità 
colla piramide, di cui si tratta. Denotando poi con F l’at- 
trazione totale della piramide e con li la sua altezza, si avrà 
dP — F dii, quindi 
(1) P = F.h 

Questa equazione può enunciarsi in diversi modi, così si 
potrebbe dire: L'attrazione di una piramide sul suo vertice 
uguaglia a quella della sua base, sulla quale si trova unifor- 
memente distribuito il triplo della massa della piramide — 
ovvero sulla quale base si trova distribuita la massa di un 
prisma, che ha base e altezza comune colla piramide. 

Sarà inutile ricordare, che tutto ciò, che finora fu esposto 
circa l’attrazione totale di una piramide sul suo vertice, vale 
ugualmente per le componenti della medesima lungo qualsiasi 
direzioni. 

11 teorema ora esposto è utile per determinare l’attrazione 
di un qualunque poliedro omogeneo sopra un punto materiale. 
Trovandosi in primo luogo il punto attratto nell’ interno del 
corpo, si divida questo in piramidi, che hanno il loro comune 
vertice nel punto attratto, mentre le loro basi sono le faceie 
del corpo. L’attrazione di ciascuna piramide dipende poi da 
quella della relativa faccia nel modo indicato dalla (1). Tro- 
vate poi le attrazioni delle singole piramidi, si determina la 
loro risultante, vale a dire l’attrazione complessiva del corpo 
mediante i principi ordinari della composizione delle forze. 
In questa occasione si può stabilire la seguente proposizione: 
L’attrazione di un corpo, limitato da faccie piane, uguaglia a 
quella della sua superficie, quando si distribuisce sopra cia- 
scuna faccia uniformemente il triplo della massa della piramide, 
che ha per base la faccia in proposito e per vertice il punto 
attratto. 

Essendo in secondo luogo il punto attratto collocato al 
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di fuori del corpo, si consideri di nuovo le piramidi, che 
hanno per vertice comune il punto attratto, e per basi le 
faccie del corpo, e s’immagini di più quelle parti delle indi- 
cate piramidi, che si trovano al di fuori del corpo, empite 
di materia della medesima densità di questo. Premesso ciò, 
è chiaro, che la cercata attrazione consiste nell’ insieme delle 
attrazioni delle singole piramidi, le quali però in parte deb- 
bonsi considerare positive ed in parte negative. Come nega- 
tive debbonsi introdurre quelle, che stanno del tutto al di 
fuori del corpo, e come positive quelle, che racchiudono una 
parte del corpo. Qui si potrebbe -stabilire una proposizione, 
del tutto analoga a quella del caso precedente, potendosi nel 
medesimo tempo distinguere fra attrazioni e repulsioni, vale a 
dire introducendo le forze provenienti dalle piramidi esterne 
al corpo come ripulsioni, mentre si continua a considerare le 
altre forze per attrazioni. Trovandosi in terzo luogo il punto 
attratto sulla superficie- del Corpo, il fin qui detto non ces- 
serebbe da valere, e solo rimane da osservare, che in tale 
caso una o più delle piramidi spariscono, e quindi anche le 
forze, a cui danno luogo. Supponendo il punto attratto nell’ 
interno di una faccia, una sola forza sparisce, mentre sva- 
niscono due nel caso, in cui il punto medesimo si trovi in uno 
spigolo; se finalmente il punto si trovasse in un vertice, il 
numero delle forze, che si annullano, uguagliarebbe al numero 
delle faccie, che s’incontrano nel vertice medesimo. 

§• 3 . 

Dopo aver esposto, che l’attrazione di un corpo, limitato 
da faccie piane, si riduce immediatamente a quello di un 
piano materiale, limitato da un qualunque poligono, -conviene 
prendere in considerazione l’attrazione corrispondente a quest’ 
ultimo caso. Si avverte qui innanzi tutto, e finché non viene 
detto altrimenti , che parlandosi di un piano materiale limi- 
tato da un poligono, ovvero semplicemente di un poligono, 
si deve sempre intendere, che questo piano sia omogeneo, e 
di più, che la massa contenuta nell’ unità di superficie sia 
= le. Si assume poi per unità di forza sempre l’azione, eser- 
citata sul punto attratto da un punto materiale contenente 
l'unità di massa, supposto che i due punti distano fra loro 
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per l’unità di lunghezza. Questa supposizione non nuoce 
punto alla generalità delle formule, essendo chiaro, che nel 
caso in cui non si verificasse, quanto ora fu stabilito, non 
occorre altro, che di moltiplicare il risultato con un coeffi- 
ciente costante, che esprime l’attrazione degli indicati punti. 

Riguardo l’attrazione del poligono sopra un qualsiasi 
punto, sono da sciogliere due quesiti, nel primo si domanda 
la componente dell’ attrazione lungo una retta giacente nel 
piano del poligono, mentre il secondo determina la sua com- 
ponente perpendicolare su questo piano. Per isciogliere il 
primo quesito in un modo- generale, si consideri prima un 
trapezio AB CD, rettangolare in Ce il (fìg. l a ), che attrae 
il punto 0, collocato in un piano, il-quale, mentre passa per 
il lato C D , forma un angolo retto col piano del trapezio, e 
si collochi un sistema ortogonale a tre assi in guisa, che 
l’origine coincida col punto attratto, che l'asse delle x sia 
parallelo ai due lati A D e B C del trapezio, mentre il piano 
di questo è parallelo a quello delle xy. Trattandosi ora di 
trovare la componente X dell’ attrazione di questo trapezio 
lungo l’asse delle x, si denoti con h la distanza del suo piano 
dal piano delle xy, e si avrà in generale la formula 

(2) . . . X = k . J J dx d V 

Denotando con (#, y x ) (x 2 y 2 ) le coordinati dei due punti 
A e B, l’equazione della projèzione della retta AB sul piano 
delle xy sarà 

r — X ' — ' 7 i* „ I ffl *1 — «I y» 
i Vi-V* 

la quale si può per piu brevità scrivere nella forma 

x = ay -(- b 

Posto ciò, è chiaro, che i limiti dell’ integrale contenuto 
nella (2) debbono essere zero e ay -f- b, rispetto l’integrazione 
per x, e y. ì} y lt rispetto l’integrazione per y, donde sarà 
adesso 

!/< a ’J t + 6 

X ~ J J(x* + y' + /»*)■/> (lx dy 

!h 0 

Eseguendo l’integrazione per x, si avrà 
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h . 


J‘(m 


-f- h* P(l -|- a’) y* 2 ab y + 6’ + /»* 


) dt J 


e servendosi della formula 

1 dy = 7/ 1 x 

J V{1 + a») y 2 + 2 a è y + t 2 + 7t 2 J Fi + a 2 

X log [(l+a J )y-f aH-j/I+a*. /( 1+ a*) if+2 ab */-f + C 

ove per j/l a 1 può intendersi ciascuno dei suoi due va- 
lori*), si trova senza difficoltà 

x = k [log y*+M± l ! _ — j — x 

L y* + ^y?+^ Ki + a* 

(1 + «*)j/i -4- aò 4- Pl-f- a 2 . V(l -f- a*) y, 2 -j- 2 afi y, -(- h' 1 + 7i 2 ~| 


^ l0fe (1 + a 2 ) y* + ab -fi Fi + a» . K(l -fi «*) y,' + 2 ab y 2 -fi 6*’ + 7sJ 
ovvero introducendo per a ei i loro valori e riducendo sarà 

, Vi + Vy* -fi h‘ ± (y, — y 2 ) 

y -<*■ - — '<■ | 

( 3 ) 


Vi + Vy? + h* V(X, 


X 


'x log 


a -.) 2 + (Vi —Vi) 2 
(Vi — Vi) Vi + (Xì—*t) x i ±V{x x —x ì Y+(y i -~yfi . VxJ+yJ+h* 


’ (J/l — Vi) Vi + (*|— *») Zi ± P(x,— £,)»+ (y t —y t )'‘Vxi‘+ y7+b' 
Qui tutti i simboli radicali debbonsi intendere positivi, ed 
i doppi segni si riferiscono uno sull’ altro. L’ultima formula 
rappresenta la proposta attrazione del trapezio lungo l’asse 
delle x ; facendo nella medesima tanto x l quanto x 2 infinita- 
mente grande, però in guisa, che x t — x 2 rappresenta una 
quantità finita, si trova dopo facile calcolo 


2 " 

* 


0) 


X_*,og*+^E 

y«+ V Vi 2 + a* 

Ma le sostituzioni ora introdotte trasformono il trapezio 
in guisa di estendersi nella direzione positiva dell’ asse delle 
x fino all’ infinito; l’attrazione relativa a questa figura, cioè 
I) C E F, viene quindi rappresentata dalla (4). Premesso 
ciò, chiamasi X, l’attrazione del trapezio infinitamente grande 
A B E F, e si avrà 

Vi -fi Vy7+Th 


X l = k . log 


Vi -fi V ift* + h 


— X 


•) Il simbolo log denota sempre il logaritmo naturale, mentre il 
logaritmo comune sarà rappresentato da Log. 
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ovvero, sostituendo per X il suo valore, sarà 

__ _| (j/l 

1 K(*i — + — ytV 

x i 0 „ (»i— y«lyt+(-g|— j - 2 )»+ '(y7-l^ i -y^i*+ vi t + h ' t 
* (yi—yt)yi+&i—xi)xt± K(i l = *«) , + (yi— ytl'-fatf+yj’-pà* 
Questa formula, esprimente l’attrazione del trapezio in- 
finitamente lungo A li E F sul punto 0 lungo la direzione 
0 X, è importante per l'attrazione del poligono, come fra 
poco si vedrà. Fin qui nei valori di X e X, fu conservato 
il doppio seguo +, ma essendo l’attrazione in proposito 
unica, i due segni debbono fornire il medesimo valore, lo che 
si può anche dimostrare direttamente. Infatti uguagliando 
fra loro i due valori di X,, che corrispondono il primo al 
segno + , il secondo al segno — , si avrà 

<>Ji — Vt) Vi + fo ~ x, 4 - V(x, — x,)\+ (yi —y F_- Kr, 2 +?/i» + /t* _ 

(y, — Vt) Vi + («i — x t) x t + V(x, — **)* + (y ( — !/»)* . P«*N- »»*+>** . 

(y, — y»> y » + (~ c i — x t ) x * — V(x, — ^) T + (y, -?/ «)* . Vx ?+y7+ ** 

(yi — yi) Vi +.(*i — *») — F(*i— »,)* +’(?/,— ?/j)* . Vxf+yf+h* 

ovvero riducendo sarà 

V’Ji —yjy 1 + (*i -Xjxtf — ((», — x 2 ) 2 + (y, - y,) 2 ) 0 , 2 + y 2 + h 2 ) = 
((y, — y,) y > + (*1— * 2 ) x 2 y — ((x, — x 2 ) 2 + (y, — y 2 ) 2 ) (V + y , 2 + /t 2 ) 
la quale equazione, dopo facile calcolo, si riduce a una iden- 
tità, come dev’ essere. Premesso ciò, è chiaro, che uno dei 
due segni, per esempio il segno — , può sempre sopprimersi, 
e la (5) sarà nel seguito sempre citata in questa forma. Ma 
anche soppresso il segno — , si può il secondo membro con- 
cepire, come rappresentante di ambe due. le forme della attra- 
zione, e per tale fine basta di attribuire al simbolo 



V(*i — x 2 ) 2 + (Vi — y 2 )* 

ambe due i suoi valori. 


§• 4. 

La (5) vale in tutta generalità, cioè per qualunque po- 
sizione del lato AB, soltanto è da osservare, che per avere 
positiva l’attrazione, fa d'uopo di prendere pel punto (x t y,) 
quello, al quale appartiene la più grande delle due ordinate 
ij l e y r Infatti il logaritmo nel secondo membro della (5) 
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[supposto il segno -f~] è sempre una quantità positiva, lo 
che si vede nel seguente modo. Congiuugendo i due punti 
A e B coll’ origine, si ottiene un triangolo B A 0, che ha i 
tre lati 

i/{^=~x 2 y + (y, - lh y, Yxy + yy+w e yxy+ y y+w 

quindi sarà 

V(!» l — x 2 y+(y l —y 2 y + Yx? -f + h' 2 > Yxy+ yY+w 

ovvero 

(*i— x*Y+ (»i— y») ? + Y{Yy-x,y-y y Jl -y. 1 y. Y^Y+yy+Y 2 > 

/(*i — x-iY+iìti — y*)* • Y^y +y 2 2 + ^ 2 

e finalmente 

(«t— y»)y t +/( ^i— ^ ) 2 +(yi— i/J' 2 y^i 2 +2/,’'+^' J > 
(«i— a*) ^2 + (2/1— 2/2) 1/2 + YW\— x Y l + yjx-V-Y- YxJ+yy+w 
Ora, con facile calcolo, si dimostra, che i due membri di 
questa disuguaglianza hanno sempre valori positivi ; dividendo 
quindi pel secondo membro, si avrà 

(•C|— g»).Si + (j/i — ?/a) yt + V Ì Xi — x t y + (;’/!— y»? ■ Vxy+yy +h* > J 

(a;, — X,) a* -f (y, — y*) y* + V &, — **)* + (2/7 “ ?/j) T • K* t* +2/-/ + /7 

La quantità sotto il simbolo logaritmico del secondo mem- 
bro della (5) è quindi maggiore dell’ unità, e perciò il loga- 
ritmo stesso positivo, ed X sarà del medesimo segno di 
(y, — y 2 ), come si voleva dimostrare. 

Il fatto, che la permuta dei due punti (x, y,) (x 2 y 2 ) non 
ha altro effetto, che di cangiare il segno algebrico dell’ at- 
trazione, si vede anche nel seguente modo: Operando nella (5) 
questo cangiamento, si ottiene 

• X, = + (i/t — y.)& x 

y (* t — x i? + (?/i — vù 1 

^ ln ( Vì~Vi)!h + (x,—x,)Xi ± V(x, — (?/, — y,)» • VxY+Trf+h* 
h (yt—Vi)Vi + (x 2 -x,)x l ± V (as, — **)*+(yi — y 8 j* ■ Vxf+y ,*+/•* 
ovvero moltiplicando numeratore e denominatore del logaritmo 
con — 1 , e trasformando poi il logaritmo del quoziente nel 
logaritmo del suo valore reciproco, si avrà 

X = 4- _(yi — 2/2)4 - >< - 

1 Y(x, — x t )* + (y, — yt ) 1 ~ 

^ log ly*~y*ì V\ + (^ 1 — x t) x i + Y(x, —XtP 4 (.Vi • 2/»T*474+ y,*+ /»* 

” (y ( — y») y* + (# 1 — **) ** + K(*i— **)* -f (7/7- ?/i)*-^*+y* , +fc* 
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e qui è il secondo membro di fatti uguale e contrario a quello 
della (5). 

Cangiando nella (5) a?! e x 2 rispettivamente in — .r ( e 
— x v il valore del secondo membro non cangia, nè di gran- 
dezza nè di segno. Il significato di questo risultato è, che i 
due trapezi infiniti A B E F e A’ B' E F (ove A ' D = A D 
e B' C = B (7) attraggono l’origine nel senso positivo delle x 
con forze uguali , lo che è anche chiaro da se , perchè essendo 
la figura A A' B' B simmetrica intorno l'asse dello y, essa 
non può produrre attrazione nel senso delle x. 

La formula (5) conduce alla determinazione della attra- 
zione di un qualunque poligono lungo una retta, che giace 
nel piano di questo; però per dare a questo sviluppo la ne- 
cessaria generalità, sarà utile di stabilire prima, quanto segue: 

1°. Avendosi nel piano delle xy una retta AB, un punto 
mobile può questa percorrere in due modi, cioè da A verso 
B, ovvero da B verso A, lo che si esprimerà in seguito di- 
cendo, che la retta ha due direzioni, una positiva, l'altra nega- 
tiva. Per distinguere in un modo generale e preciso queste 
due direzioni, s’immagini il raggio vettore del punto mobile, 
il quale passa sempre per l’origine. Tale raggio vettore de- 
scriverà, durante i due moti del punto mobile considerato, due 
diversi moti angolari, cioè una volta da OX verso OY , l'altra 
volta da OY verso OX. Premesso ciò, si stabilisce, che la 
direzione positiva di una qualsiasi retta è quella, alla quale 
corrisponde l’andamento del raggio vettore da OX verso OY. 

2°. Abbiasi ora un poligono senza angoli rientranti, posto 
in guisa, che l’origine si trova nel suo interno. Un punto 
mobile può il perimetro di questo poligono percorrere in due 
modi, ed è evidente, che in uno di questi due andamenti, 
ciascun lato sarà percorso nella sua direzione positiva, mentre 
nel secondo andamento vengono tutti i lati percorsi nella 
loro direzione negativa; questi due andamenti si distinguono 
in seguito colle denominazioni andamento positivo ovvero nc- 
yativo del perimetro. 

3°. Se poi il poligono avesse degli angoli rientranti, 
potrebbe accadere, che percorrendo un punto tutto il peri- 
metro, questo dovrebbe uno o più lati percorrere in direzione 
opposta a quella, in cui furono percorsi gli altri. Però ap- 
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pulisce chiaro, che avendo esso compiuto il percorso di tutto 
il perimetro, il suo raggio vettore avrà concepito comples- 
sivamente un movimento angolare di 2 it, ovvero di — 2 n\ 
il primo caso corrisponde all’ andamento positivo del peri- 
metro, ed il secondo all’ andamento negativo. 

4°. Trattandosi finalmente di un poligono, il quale non 
racchiude l'origine nel suo interno, bene si vede, che il punto 
mobile percorrerti una parte dei lati in senso positivo, e l’altra 
parte in senso negativo. Per fissare in questo caso l’anda- 
mento positivo del perimetro, si sposti il sistema coordinate 
parallelamente a se stesso, ed in guisa che l'origine si trovi 
nell’ interno del poligono. Ciò fatto, l’andamento positivo 
viene fissato, come è indicato nel num. 2°. 

§• 5. 

Sia A x A., A :ì ... A 0 (fig. 2 a .) un poligono, che può avere 
un qualunque numero m di lati, posto in un piano parallelo 
al piano delle xy. Per trovare la componente X della attrazione, 
che esercita il poligono sull’ origine lungo l’asse delle x, si gui- 
dino per i suoi vertici delle rette infinitamente lunghe e parallele 
all’ asse delle x. Ciascun lato come A A, forma colle due paral- 
lele adiacenti un trapezio , che si estende nel senso delle x fino 
all’ infinito, la componente della sua attrazione sull’ origine 
dipende quindi dalla (5). Si rifletti inoltre, che il poligono 
stesso può considerarsi composto di tanti di questi trapezi, 
quanto è il numero dei suoi lati; così chiamando i trapezi nel 
caso della figura incominciando dal punto A t e andando verso 
A., rispettivamente T X) T. t ... T f] , si avrà 

poligono = T t + T 2 + T, - - T, - T, 

Da ciò segue, che l’attrazione del poligono sull’ origine lungo 
l’asse delle x sarà rappresentata anch’ essa da un polinomio, 
che ha tanti termini, quanto è il numero dei lati del poligono. 
Per fissare con generalità, quali di questi termini sono da 
prendersi negativamente, si può dire quanto segue: Si fissi 
l’andamento positivo del perimetro, il quale assegna a ciascun 
lato una certa direzione, e si projetti ogni singola direzione 
sull’asse delle </; avendo questa projèzione una direzione opposta 
a quella dell’asse, l’attrazione del trapezio corrispondente deve 
introdursi positivamente, e quando la projezione del lato coin- 


Digitized by Google 



12 


ride in direzione con quella dell’ asse medesimo, l’attrazione 
del lato è negativa. L’attrazione in proposito del poligono 
è quindi un polinomio, il di cui termine generale ha in virtù 
delle (5) la seguente forma 

(y„-y,-f i)k ^ 

V ( x n - *•„ + 1 ) 3 + (’/„ - V„ + 1 ) 2 
^ log (y»- y-n) yn + (x n -ar. + t ) .*„ + /(^ -- x - n + t y + 

{y„ - y„+i)y n +i +(*«-*«+0 *„ +l + j/(*„ - +i)- + (y«- y„ +.0 2 

yV +»«»+»» 

y^ + t+y^n + l + fc ' r 

ove s’intende per (r, ?/,) (r 2 j/ 2 ) (r 3 »/.,) (x„y„) .... (x m y ni ) 

le coordinate dei vertici del poligono, presi nell’ ordine 
dell’ andamento positivo del perimetro, e riflettendo bene, 
quanto fu esposto di sopra sulle projezioni dei lati sull’asse 
delle y , si vedrà immediatamente la giustezza della seguente 
equazione, che esprime la cercata attrazione del poligono sull’ 
origine lungo l’asse delle x: 

y 7. x' r y» *»+i 

^ ly (*„-*„+ 0* +(y.-y»+ 1 ? 
x ìotr 7 f«+iK 

b (y„ - y»+ 1) y «+ 1 + K - *»+i) x n+i 

+ V{* n - *n+i) 2 + (y « - 1 

+ VJx 7- ^n+O 2 + (y« - y, + o 7 . V x \+ i + y 2 » + > + ^ 

ove nel simbolo sommatorie si constituisce per n successiva- 
mente tutti i numeri interi da 1 tino in, riflettendo ancora, 
che le coordinate x m + i e y m + i coincidono rispettivamente 
con x x e y, *). 

Dopo trovata l'attrazione del poligono lungo l’asse delle 
x, assai facilmente si troverà la corrispondente componente 

*) Alcune formulo (li questa memoria occupano per la loro esten- 
sione troppo grande uno spazio , che oltrepassa una sola riga e spesse 
volte (come appunto nel caso presente) si era costretto di spezzare un 
quoziente in duo parti. Tale spezzamento viene indicato dei puntini 

che si trovano rispettivamente alla fine ed al principio delle righe 

in discorso; questi debbonsi quindi considerare corno un semplice tratto 
di unione senza indicare alcuna operazione analitica. 
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lungo l’asse delle y, che sarà denotata con Y. Per tale fine 
non occorre altro, che di cangiare mutuamente i simboli x e 
y, conservando i loro indici. Egli è cosa rimarchevole, che 
questo cangiamento non muta i valori dei logaritmi, contenuti 
nel secondo membro della (6). Denotando il logaritmo del 
termine generico per più brevità con F (n, lì), si avrà 

e perciò sarà 

osservando riguardo ai valori, che deve assumere l’indice, quanto 
fu esposto in occasione della (6). Avendo il mutuo cangia- 
mento di x in y per effetto di invertire l’andamento positivo 
del perimetro del poligono, apparisce ad evidenza, che volendo 
sempre conservare l’andamento positivo, stabilito di sopra in 
occasione di X, si deve cangiare il segno di ciascun termine 
di quest’ ultimo sommatorio, e perciò sarà 


Vn-Vn + l 


ly*. - *.+ O" + (»•-»■ + i,i" 


x„ — x, 


n+l 


F(n, Jì 


) 


Alle formule precedentemente sviluppate può darsi una 
forma più generale, supponendo che il punto attratto non si 
trova più nell’ origine, bensì in un qualunque altro punto 
del piano delle xy. Chiamando x e y le coordinate di questo 
punto, basterà spostare il sistema coordinate parallelamente a 
se stesso per le quantità x e y, e si trova in vece della (5) . 
immediatamente la 

(Vi — Vi) k 


(8) 


vyi — y» ; 


-X 


K(i| — .r 2 ) 1 + (!/i — Vi? 

^ ]( (y,~ yì){ y,— y)+(x t — — x)+V( x l — x t ) 8 + <s/i — y,) 4 _ 

8 (?/.-?/>) (S/j — »)+(*!— *t) (ar*— *)+ F(« 1 — *t)* + (s/l — ?/,)* 


V (*t — ai)» + (s/i — y)* + h* 

Vfa- »)* — (2/j — s /)* + ò 4 

e la medesima modificazione può anche eseguirsi nelle (6) e (7).- 
Riflettendo, che il logaritmo di un prodotto uguaglia la 
somma dei logaritmi dei singoli fattori, si può le equazioni 
(6), (7) e (8) scrivere in un altra forma, cioè in vece, che i 


1 
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loro secondi membri sono composti di una somma di m ter- 
mini, si può i medesimi trasformare nel logaritmo di un pro- 
dotto di m termini. Siccome questa operazione non presenta 
alcuna difficoltà, così si tralascia qui di riportare le equazioni 
in questa nuova fonila, sebbene esse trovino nel seguente 
una qualche applicazione. 

§• 6. 

11 presente paragrafo è destinato allo sviluppo di alcune 
formule puramente geometriche, atte a facilitare ed abbreviare 
i ragionamenti dei paragrafi che seguono. 

1°. La retta che passa per due punti (x, ?/,) (x 2 y.,) t col- 
locati nel piano delle xy, avrà per equazione 


y 


Vi — Vi 
' x.—x. 


z + y i 


Vt — Vt 


*1 — X» 1 

e denotando la sua distanza dall* origine con p, sarà 

«2 = ( - T i y» — Vi x t)* 

1 («i — a,)* + (y, — y 2 ) 2 


2°. Supponendo l’ordine dei punti (x t y { ) (x 2 y.,), preso 
in modo di corrispondere alla direzione positiva della retta, 
che congiunge i due punti, ed ammettendo ancora per un 
istante, che ambedue i punti si trovano nel primo quadrante, 

si ha , ovvero X ' y * ~ y ' > 0, quindi anche x. — 

i/i x 2 > 0. Senza difficoltà si dimostra, che questa disugua- 
glianza si verifica, non solo nel caso particolare ora conside- 
rato, bensì per qualunque altra posizione dei punti {x l y t ) (x.,y ,), 
sempre però rimane una condizione essenziale, che l'andamento 
-positivo della retta sia quella da (x, y { ) verso (x 2 y 2 ). Da ciò 
segue, che la retta (a;, j/,) (x 2 y 2 ) dista dall’ origine per l’intervallo 


p — x » y» ~ Vt x » 

V(x, — x,)* -f (y f - y 8 )* 

e questa espressione è sempre positiva, avendo riguardo all* 
andamento positivo della retta. Se poi la direzione positiva 
della retta sarebbe quella da x 2 y 2 verso x i y l} si ha 


P~ T/7ZT 


•Ci v, — y i \ 


V(x, — Xj ) 8 +"(y, — y,)‘ 

La perpendicolare abbassata dall' origine sulla retta 


(x, y,) (x 2 y 2 ) avrà per equazione 
V = 


x,-x t 

Vi — y, 
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Chiamando q la distanza del punto x x y, da questa per- 
pendicolare, sarà 

n 2 (yi ( y i — y») + «i fa — «»))* 

. («1 — «i)’ + (j/l — Vi? 

e parimente si avrà pel punto x 2 y. 1 

? _ {y± — y») + «» fa — «»))* . 

(«i — «*)* + (2/i — 2/a) 2 

4°. I due punti (a?, «/,) {x x y 2 ) s * trovano alla medesima 
parte, ovvero a parti opposte della indicata perpendicolare, 


secondo che le due espressioni 


Vi (?/i - y 2 ) + x , («i — ®j) e 2/, («q — J/,) + x 2 fa - x,) 

sono dal medesimo segno, ovvero di segni contrari. Da ciò 
segue, che le espressioni 

Vt ( Vi — y,) + g| fa— Jil Vt (yt — y«) + « » fa — «») 

K fa — «»)* + (2/1 — 3 /a)* Vi? t — «li* + fa — y *) 1 

forniscono rispettivamente i valori di q x e q 2 ambe due col 
medesimo segno o con segni contrari, secondo che i due 
punti si trovano alla medesima parte, ovvero a parti opposte 
della perpendicolare. 

5°. Si rifletti finalmente ancora, che quello dei due punti, 
che si trova in maggior distanza dall’ origine, si trova pure 
in maggior distanza dalla perpendicolare. Scrivendo poi le 
due equazioni per q x e q 2 nella forma 

(»>) n = y> ( y ' ~ y») + «i («i — «») _ y» fa — y«)+fa fa — «») 

V ,Hl ±V(x l -x t r + (y ,-y ,) 1 ± V fa — x,)* + (y^—y^ 

in cui corrispondono i segni + fra loro, coll’ avvertenza di 
scegliere il segno, in guisa di rendere positivo il valore di q u 
quando j/r, s -f~ V\' > Y x -i + V-i ì ° di rendere positivo il 
valore di q 2 , quando j/xj* -j- y. 2 2 > Vx 2 -}- yY, allora i valori 
di q x e q., dati da queste equazioni saranno ambe due positivi, 
quando i due punti si trovano alla medesima parte della per- 
pendicolare. Trovandosi poi i due punti a parti opposte della 
perpendicolare, la maggiore delle due distanze q x e q., sarà 
positiva, e l’altra negativa. 

6°. Congiungendo i due punti { fa y x ~) (x 2 y 2 ) coll’ origine, 
nasce un triangolo, la di cui area viene espressa da 


A = /fa — a.' 2 ) 2 + (y, — y 2 ) 2 . v 
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ovvero da 

A = y * 7 x * y ' 

Ciò suppone, che la direzione del lato da (a;, i/,) verso 
(x 2 i/j) sia la sua direzione positiva, nel caso contrario si 
dovrebbe cambiare il segno del secondo membro. 

7°. Trattandosi dell area di un poligono di m lati, posto 
in modo di racchiudere l’origine nel suo interno, si può il me- 
desimo deaomporre in m triangoli col loro comune vertice 
ìiell’origine. Denotando le coordinate dei vertici, presi nell’ 
andamento positivo del perimetro, con 

0^1 Vi) (^2 2 /j) • • • Ori* V") ■ • ■ *rin 2/m 
si avrà per la sua area la 

(HI) • . . [ ! 'n y n + l *ri* 4- 1 ?/m| 

ove deve n successivamente assumere tutti i valori interi da 
1 sino m, mentre di più vi -j- 1 coincide con 1. 

Quando l’origine si trova al di fuori del poligono, e si 
congiungono ancora tutti i vertici coll’ origine, allora, per 
formare l’area del poligono, alcuni triangoli debbono intro- 
dursi come positivi, altri come negativi. Un punto mobile, 
che percorre il perimetro del poligono nel suo andamento 
positivo, percorrerà una parte dei suoi lati nella loro direzione 
positiva, ed un altra parte nella negativa; i triangoli corri- 
spondenti alla prima parte dei lati, debbono introdursi positi- 
vamente, gli altri negativamente. Riflettendo ora, quanto 
fu esposto in questo §. num. G, si vedrà, che la formula sussiste 
ancora nel caso presente, ove l’origine sta al di fuori del 
poligono. 

8°. Volendo determinare il centro di gravità del poligono, 
si rifletti, che l’ascissa del centro di gravità di un triangolo 
uguaglia al medio aritmetico delle ascisse dei suoi vertici. 11 
momento statico del triangolo formato dall’ origine, ed i punti 
(x„ y n ), (x n + i y„ + 1 ) come vertici intorno l’asse delle y, sarà 
quindi 

x» y« 4- 1 — x n + 1 i/« *» + •'<’<! + 1 
•l ' 3 

ed il momento statico del poligono devo esprimersi con 

V 6 Vn-\-\ *rii + 1 n) (X n X» 1) ]. 
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Dividendo questa espressione per l’area del poligono, si 
avrà l’ascissa x 0 del centro di gravità. Pertanto sarà 

mi - = 1/ £[(*, Vn+ l -«■ + ! Vn) (*n+*,-n)] 

' ’ ° h 2 - 1 *» Vn + l — x n + l !/»] 

Parimente si avrà per l’ordinata del centro di gravità 
2J[(*» y n + 1 - », + ik.) (y, + y n + i)} 


(12) y n = V, -A 

In ambe due <] 
interi da 1 sino m, mentre che m ì coincide con 1. 


3 2[x» y „ + 1 - *»+i y») 

In ambe due queste equazioni assume n tutti i valori 


§• 7 - 

La (5) assume una forma più semplice, quando s’intro- 
duce nella medesima, oltre le coordinate degli estremi della 
retta (x, y,) (x 2 y 2 ) , ancora l'angolo, che forma questa retta 
coll’ asse delle x. Per tale fine scelgasi il segno inferiore 
nel secondo membro e si divida poi numeratore e denomina- 
tore per — Y{ x i — x -ìY + (J/i — Vi) 1 - Fatto ciò, riflettendo 
bene, quanto fu stabilito circa la direzione positiva di una 
retta, e chiamando a l’angolo, compreso fra la direzione posi- 
tiva della retta (x t »/,) (x. 2 y.,) e l’asse positivo delle x, il quale 
angolo può assumere tutti i valori fra o e 2jr, si avrà con 
tutta generalità • 

— Vi x» — x, 

sen a =-- & — - cos « = ' 

yi x i — *»)' + (!/i - Vt? F(*t — + (y, — y,)* 

Introducendo questi valori nell’ equazione di cui si tratta, 
si ottiene la 

Ben or y, 4~ C0B a *i + Fa;/ + y,* - f- h * 

Ben o y, + cos a x, -j- Vx^ -J- y t * h* 
Quando poi il punto attratto non si trovasse nell’ origine, 
però ancora nel piano delle xy, e se "le sue coordinate fossero 
x, y, si «avrebbe 

aen or (y t — y ) - f- cos a (x, — x) 

le) 


(13) X = k sen a log 


(U) 


X = k sen a log 


sen a (y, — y) -(- cos oc (a, 
+ V(x,.— x)« + (yi — y)« -fh* 

+ VW- 


■ *1* + (y t — y)* + & 

Per l’attrazione del poligono, considerato antecedentemente 
sopra un punto, posto nel piano delle xy, si avrà mediante 
l’ultima formula 

Kkllkr, Ricerche sull' attrazione delle montagne. 2 
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(15) 


IX log 


X = k ^ j^sen » + 1 X 
8en + 1 (y, - y) + eoa „ + 1 (■*„ - X) 

* “„,» + ! (y n + l~y) + c08 a n,n + l (*„ + 1 “ *) 


+ / (*,. — 4- (y„ — y) f + ~j 

l + /(*» + 1 — *j* 4- (y« + V)* + a*J 

ove denota „ + i l’angolo compreso fra il lato (x„ ) 

(£„ + 1 ?/„ + i) e l’asse delle x. Sul modo poi , in cui deve misu- 
rarsi quest’ angolo, come anche sulla serie di valori, che assume 
successivamente n, rimane fisso, quanto fu stabilito di sopra. 
Una simile formula si avrebbe per la componente dell’ attra- 
zione del poligono lungo l’asse delle y. 

Si torni adesso a considerare la (13), la quale si ri- 
ferisce .all’ attrazione di un trapezio, pel quale i lati paralleli 
all’ asse delle x sono infinitamente lunghi, supponendo che 
il suo lato finito passa per l’asse delle z. Egli è chiaro, che 
in questo caso si deve avere y { = tg « . x lt y 2 = tg a . x 21 
i quali valori, introdotti nella (13), trasformano questa equazione, 
come segue: 


(16) 


. . X = k sen a log 


*i + Vx* + h* C08 2 OC 
*2 + VxJ + fc* cos’ a 


Supponendo ancora h = o, vale a dire collocando il punto 
attratto nel lato (x t y t ) (x 2 y. 2 ) del trapezio," si avrà 


x - k “ 108 ^+fi. 

Circa questa formula si deve distinguere tre casi; essendo 
in primo luogo x t e x 2 ambe due positivi, la formula dà 

(17) X = k sen a log - 

x t 

Se poi in secondo luogo x , e x 2 sono ambe due nega- 
tivi la formula si riduce alla forma indeterminata X = 
k sen a log jj , ma con facile calcolo si trova il vero valore di 
questa espressione X = k sen « log x *, che è numericamente 
ugnale a quella trovata nel caso precedente. Quanto spetta 
poi al terzo caso, in cui uno degli simboli x t e x 2 è positivo, 
l’altro negativo, apparisce ad evidenza, che una delle espres- 
sioni x, + x 2 -f- ì/x 2 2 assume il valore zero, mentre l’altra 
ha un valore differente di zero; e perciò si avrà in questo 
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caso X = k. oo. Nei primi due casi il punto attratto si trova 
nel prolungamento del lato (a:, y { ) (x 2 y 2 ), mentre nel terzo 
sta sul lato stesso. 

Come si vede, è il secondo membro della (17) una fun- 
zione del quoziente — ; aumentando quindi a:, e x 2 nel mede- 
simo rapporto, la forza X non varia. Tale fatto non è in 
forido altro, che un corollario del seguente teorema, il quale 
si deduce con facilità dal §. 2: Due corpi di uguale densità, 
e simili fra loro, attraggono due punti materiali, posti simil- 
mente rispetto questi corpi, con forze proporzionali alle dimen- 
sioni omologhe di questi corpi. 

Infatti il simbolo k, il quale entrò in tutti i ragiona- 
menti precedenti, è proporzionale alla ertezza del poligono, 
come risulta dalla sua definizione (§. 3). Immaginando quindi 
oltre il considerato trapezio ancora un altro, che ha il me- 
desimo a, e pel quale le tre quantità sono y volte piu grandi, 
che nel primo, si avrà per l'attrazione X, di questo secondo 
trapezio mediante il citato teorema 

X,=gX 

Ma siccome questa attrazione dev’essere proporzionale alla 
grossezza del trapezio, così si vede, che dando al secondo tra- 
pezio una grossezza uguale al primo, il valore di X, deve 
cangiare nel rapporto di g : 1 , e si avrà 

X, = X 

come si voleva dimostrare. 

L’equazione X — k oo, che ha luogo,. quando il punto 
attratto è collocato sul lato (a;, y t ) (x 2 y 2 ) del trapezio, fa 
vedere, che in tale caso riesce l’attrazionè infinitamente grande 
in paragone di quella, esercitata dal medesimo trapezio sopra 
un qualunque altro punto, posto al di fuori di questo lato. 
Passando poi dal caso, ora considerato, a quello del poligono, 
e supponendo anche in questo, che il punto attratto viene collo- 
cato in un suo lato, allora si vede, che la formula (6) assegna 
a questa forza pure un valore della forma k oo, atteso, che 
‘il termine del sommatorio, corrispondente al lato in proposito, 
assume un valore della indicata forma. Si deve quindi con- 
eludere, che trattandosi delle attrazioni di un poligono sopra 
due punti, uno posto nel suo perimetro, l’altro ovunque al 

• ì * 
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di fuori di questo, la prima di queste forze sarà sempre infini- 
tamente grande rispetto la seconda; e sarà inutile osservare, 
che il poligono si può anche rimpiazzare per una curva. 

Ma questo fatto non implica, che la forza corrispondente 
al primo caso assume un valore infinito, e ciò per la ragione, 
che il coefficiente k, cioè la quantità di materia contenuta 
nell’ unità di superficie, deve considerarsi come quantità infini- 
tesima perchè esso contiene la grossezza del piano materiale 
come fattore. 

Cadrà qui in acconcio riflettere, che, sebbene la condizione 
della grossezza infinitesima del poligono sia in astratto una 
condizione necessaria per tutte le formule sviluppate nei 
precedenti paragrafi, pur tuttavia non perdono queste formule 
totalmente la loro utilità, quando si tratta di una grossezza 
finita, ma piccola. In tale caso debbonsi le medesime considerare 
come approssimazioni più o meno grandi secondo le condizioni 
del problema; in parità di circostanze sarà l’approssimazione 
tanto più grande, quanto è minore la grossezza del corpo in 
proposito, e quanto è maggiore la sua distanza dal punto 
attratto. Sotto questo punto di vista trovano esse una utile 
applicazione nella pratica, come sarà esposto in appresso, ove 
saranno pure sviluppato le formule che assegnano l’attrazione 
di un prisma retto di un’ altezza finita sopra un punto, posto 
in contatto con esso. 


1°. Alla (13) può darsi la seguente forma 

( l/i *i \ 

?«,’+»■« + * V¥_+yS+>s 1 

° / V* tfo \ 

( ■ 8eil OC 4- C08 OC 4- 1 ) 

LVV+ J/ t * + à* V*n'+i lt*+h' T J 



Trovandosi il punto attratto nel piano del trapezio, si ha 
h — 0 ) chiamando poi i raggi vettori dei punti (aq y { ) (x 2 y 2 ), 
cioè le distanze di questi punti dall’ origine, rispettivamente 
r, e r 2 , e di più cp { e q>. 2 gli angoli, compresi fra i raggi vettori 
e l’asse delle x, la precedente equazione si trasforma nella 
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# 


X = 


, , (sen g>, sen a -4- cob qp. cos « 4 - 1) r. 

K sen « log t — -f - J ) - i 

° (een qp 2 Ben a -j- cos <p 8 cos a + 1) r 2 


= le sen a log 


cob«- - 2 <P| • r, 
C0B * ' r * 


Ma « — qp, e a — (p., sono evidentemente gli angoli, che 
formano i raggi vettori colla retta P' P" (fig. 3) ; quindi si 
avrà nel triangolo OP'P" 

r, sen { a — <p,) 

r t sen (a — qp,) 

e questa equazione non sussiste soltanto nel caso della figura, 
ma in qualunque altro. Sostituendo il trovato valore di r ‘ 
nella formula precedente, si avrà 


cot !L=*« 

X — li sen a log 

° tv — 


Facendo finalmente gli angoli del triangolo OP'P " adia- 
centi al lato P’P", cioè OP'P" = fi, e OP”P' = s, si ha 
nel caso della figura 

« — tp l = % — (1 « — <p 2 = s 

quindi sarà 

(18) . . . X = le sen « log ^tg I tg 

Facilmente può persuadersi, che questa equazione, stabilita 
pel solo caso della figura, vale tuttavia in generale. 

La formula medesima è pure applicabile per un qualun- 
que poligono, che giace nel piano delle xy. Sia pertanto (fig. 
4 a ) P n , P„ + i un qualunque lato del poligono, a*, n+ i l’angolo 
compreso fra l’andamento positivo di questo lato e l’asse positivo 
delle x\ fi» e s„ + i gli angoli 0P„ P n +i, 0 P n + i Pn del trian- 
golo 0 P n Pn -f i formato dei due vertici P H e P n + i del poli- 
gono e l’origine, e si avrà per l’attrazione, che esercita questo 
poligono sull’ origine lungo l’asse delle x la formula: 

(19) • X=fc «-n-Mlog^gltg^)]- 

Un’ altra osservazione, che si può fare sulla (18), è questa 
che il suo secondo membro non cangia di valore, cangiando 
mutuamente 0 in e, la quale coincidenza deve interpretarsi 
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dicendo: Sia P, P 2 NM (fig. 5) un trapezio, di cui lati pa- 
ralleli P , M e 1\N si estendono fino all’ infinito, e costruendo 
sul lato P, P 2 due triangoli uguali, cioè P,P 2 0, e P,P 2 0 2 , le 
attrazioni esercitate dal trapezio sopra i punti 0, e 0 2 , decom- 
poste lungo la direzione dei lati paralleli, sono uguali fra loro. 

2". La (5) può anche scriversi in questo modo 


X = + 


(Vi — Vt) k 


= X 


V(X 1 — «li* + (Vi — Vi)* 

(Vi — Ih) Vi + («I — *t) I 1/—^-. -, .. 

y Xi t + ?/i j + h t 


X loc — ^ x, ~ Xt)t + iy ' ~ 

b ( Vi — Vi) Vt + Oi — X,) Xj 

± V&i—Xt)* + (y, — y t ) 


| + V^+v7+ » 


ove i segni si riferiscono fra loro, mentre la loro scelta è 
arbitraria. Projettando adesso il lato (x i y t ) (x 2 y 2 ) sul piano 
delle xy, ed abbassando dall’origine una perpendicolare sulla 
projezione medesima, allora le distanze q 2 e q 2 degli estremi 
di questa projezione dalla perpendicolare saranno espresse 
dalle (9), nelle quali si riferiscono i segni fra loro. Di più 
fu esposto nel §. 6, che la scelta del segno può sempre farsi 
in modo, che o ambedue i simboli q { e q 2 divengono positivi 
o almeno quello fra di essi, che possiede il valore numerico 


maggiore. Riflettendo poi ancora, che f/x ,'•* -f- y i - -f- h 2 e 

j/x./ -f- y 2 + h' 1 rappresentano le distanze dei due punti 

(a;, ?/,) [x 2 y. 2 ) dall’ origine, le quali si può denotare con r, e r. 2) 

si vedrà che, trattandosi del valore numerico dell’attrazione X 

questo può sempre esprimersi in questa forma 

(20) X = k sen « log ^ r ‘ 

v ’ a 2! + r. 


ove riguardo le due distanze e q 2 , è da osservare, che queste 
debbonsi prendere ambe due positive, quando i due punti (x, y t ) 
(x 2 y 2 ) si trovano alla medesima parte della perpendicolare, 
mentre nel caso opposto la maggior distanza deve introdursi 
col segno positivo, e la minore col segno negativo. Annul- 
lando nella precedente equazione il simbolo h (il quale è conte- 
nuto nei valori di r, e r 2 ), e facendo le riduzioni opportune, si 
trasforma la medesima con facilità nella (18) ; quest’ ultima formu- 
la si deve quindi considerare come un caso particolare della (20). 

L’ultima equazione, rimarchevole per la sua grande sem- 
plicità, dà luogo alla seguente costruzione, la quale può tro- 
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vare un’ utile applicazione nella pratica. Sia A B B, A, (fig. 
(!'.) un trapezio, il quale si estende coi lati paralleli A II e 
A, li, fino all’ infinito, mentre il suo piano dista per l’inter- 
vallo h dal piano della carta. Volendo trovare l’attrazione, 
che il medesimo esercita sul punto 0, decomposta lungo la 
direzione dei lati paralleli, si guidi OA e s’innalzi la A C = h 
perpendicolare sulla OA. Si abbassi poi da 0 la perpen- 
dicolare OD sulla A A, e si faccia AE = OC. Operando 
similmente sul punto A„ si troverà il punto E,, e si avrà 

(21) • • • • X = le sen OFA log 


Nel caso della figura il punto 1) si trova sul prolunga- 
mento di A A, ; quando il medesimo si trovasse fra i due 
punti A e A l la costruzione dev'essere modificata. Se a modo 
di esempio A si trovasse fra 1) e F, e si avesse ancora 1) A, 
> 1) A la costruzione del punto E, rimarrebbe come prima, 
ma per trovare il punto E, invece di formare la somma 
OC~\-AD si dovrebbe costruire la loro differenza OC — AD. 

La formula (20) è pure applicabile per esprimere la com- 
ponente lungo l’asse delle x del poligono considerato nel §. 5. 

Siano pertanto r, , r 2 le distanze dei vertici A,, A 2 

(fig. 2\) dall’ origine e si guidi dal punto 0' delle perpendi- 
colari sopra tutti i suoi lati, chiamando q , la distanza del 
punto x,y, dalla perpendicolare, guidata sul lato (.c, y,) (x 2 y 2 ), 
e con q\ la distanza del punto x., y., dalla medesima perpen- 
dicolare. Similmente chiamasi q 2 e q x 2 le distanze dei punti 
(x 2 Vi) e (x.j y 3 ) Balla perpendicolare, guidata da 0' sul lato 
(x 2 y 2 ) (x :i y 3 ), e così di seguito. Posto ciò, si trasforma 
la (6) senza difficolta nella seguente formula 


(22) • X 



+ sen „ + 1 log 


Jn_+ r „_~ 
2'n + 


ove riguardo ai valori, che assume successivamente l’indice », 
rimane stabilito, quanto fu esposto §. 6, e circa il segno, che 
si deve attribuire alle distanze q n e q'„, è da ripetere tutto 
ciò, che fu riportato in occasione della (20). Quanto spetta 
finalmente alla scelta del doppio segno, è da osservare, che 
questo dev’ essere tale, di rendere il corrispondente termine 
del sommatorio positivo o negativo, secondo che y„ — y n + j 
è maggiore ovvero minore di zero. 
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Mentre si ragionò sulla equazione, che forma il principio 
della seconda parte di questo paragrafo, si determinò il doppio 
segno del radicale — x 2 )‘ 2 -f- — y 2 ) 2 in guisa, che al- 

meno una delle due quantità q t e q 2 entrava positivamente 
nella formula, e poteva anche accadere, che tutte due divennero 
positive. Però si potrebbe il segno medesimo anche scegliere 
tale, che, se non .ambe due, almeno una delle due quantità 
entrasse negativamente nella equazione, e ciò darebbe motivo 
a una seconda costruzione molto simile alla prima, la quale 
però si tralascia qui per più brevità. * 

3". Prendasi ora in considerazione i due trapezi infiniti 
(fig. 7) A A' B l B, a a 1 b' b, fra loro eguali, collocati talmente 
nel medesimo piano, che i lati infiniti sono paralleli, mentre 
i due lati A A 1 e a a 1 si trovano nella medesima retta. Questi 
due trapezi attraggono un punto 0 giacente in un piano, il 
quale interseca la retta yf‘a l perpendicolarmente nel suo 
punto di mezzo D. Premesso ciò, si vedrà con facilità, che 
le attrazioni, esercitate da questi due trapezi lungo la direzione 
dei lati paralleli, saranno fra loro uguali. Infatti prendendo 
0 per origine di un sistema ortogonale, il di cui piano delle 
xy è parallelo al piano comune dei trapezi , mentre l’asse 
delle x è parallelo ai lati paralleli dei trapezi, i valori di r n 
r v gr, e q 2 del primo trapezio uguagliano, per causa della per- 
fetta simmetria dei lati A A 1 e aa' rispetto la retta OD, a. 
quelle medesime quantità del secondo trapezio; essendo poi 
ancora l’angolo « il medesimo per ambedue i trapezi, apparisce 
ad evidenza, quanto fu asserito. 

Essendo i due trapezi, di cui si parla, uguali fra loro, 
si può uno di essi, per esempio or a, ò, b, unitamente col suo 
punto attratto, spostare in guisa di coincidere coll’altro tra- 
pezio A A t B, B, ed in questo trasporto passerà il suo punto 
attratto da 0 in O 1 . Egli è evidente, che allora la posizione 
relativa dei due punti attratti 0 e O l sarà tale di essere 
simmetrica rispetto un piano M N, il quale interseca il lato 
A A 1 perpendicolarmente nel suo punto di mezzo. Il fatto 
riportato di sopra può quindi anche enunciarsi nel seguente 
modo. Attraendo im trapezio, di cui lati paralleli si esten- 
dono all’infinito, due punti, collocati simmetricamente rispetto 
il piano, che divide perpendicolarmente in mezzo il lato finito 
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del trapezio, allora le componenti di queste attrazioni lungo 
la direzione dei lati infiniti del trapezio sono fra loro uguali. 
Questo teorema è più generale di quello riportato nel num. 1° 
di questo paragrafo. v 

4°. 11 precedente teorema dà luogo a un altro ancora più 
generale che si può enunciare in questi termini : Abbiasi una 
qualsiasi curva piana, rientrante e simmetrica rispetto a una 
retta, la quale si chiamerà il suo asse. Per questa retta 
si guidi un piano A perpendicolare a quello della curva, e 
s’immagini due qualsiasi punti , collocati simmetricamente ris- 
petto il piano A. Considerando poscia la data curva come diret- 
trice di un cilindro di una direzione del tutto arbitraria, il quale 
si estende in un senso fino all’ infinito, allora le attrazioni, 
esercitate dalla massa del cilindro sopra i due indicati punti, 
decomposte lungo la sua propria direzione, sono fra loro uguali. 

Infatti, se si tira nel piano della curva una retta perpen- 
dicolare sull’ asse, si può per questa guidare un piano parallelo 
alla direzione del cilindro. Tale piano interseca il cilindro 
in un trapezio infinitamente lungo, e i due punti, su cui si 
cercano le attrazioni, sono disposti simmetricamente rispetto 
il piano A, il quale divide perpendicolarmente in mezzo il lato 
finito del trapezio. 

Per questo trapezio si verifica quindi il teorema prece- 
dente, e siccome il cilindro è' decomponibile in tanti trapezi 
materiali della specie del precedente, così si vedrà senza dif- 
ficoltà la giustezza del teorema, che si voleva dimostrare. 

Supponendo la direzione del cilindro tale, che la gene- 
ratrice rimane sempre parallela al piano A, eretto perpendi- 
colarmente sul piano della curva nel suo asse, allora la posi- 
zione dei due punti attratti diviene del tutto simmetrico rispetto 
il cilindro e la proposizione è in questo caso evidente da se. 

5°. Tornando al caso generale del teorema enunciato pre- 
cedentemente , ma supponendo, che la base o direttrice del 
cilindro sia un circolo, questo cilindro sani in generale el- 
littico, e in tale caso qualunque diametro del circolo può con- 
siderarsi come asse. Il precedente teorema sussiste quindi 
per due qualsiasi punti attratti, collocati simmetricamente ris- 
petto un piano, il quale, mentre passa pel centro del circolo, 
forma un angolo retto col suo piano. 
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S’immagiui ora un circolo, il di cui piano è parallelo a 
quello della base del cilindro, e talmente collocato, che la 
retta congiungente i due centri stia perpendicolare sopra i due 
piani. Egli è evidente, che due qualunque punti di questo 
secondo circolo soddisfanno alla richiesta condizione della sim- 
metria e ciò dà luogo al seguente teorema : Un cilindro ellit- 
tico, che si estende in un senso fino all’ infinito, viene tron- 
cato in modo, che la base sia un circolo ed un secondo circolo 
è collocato talmente, che la retta congiungente i due centri 
fa un angolo retto coi piani di ambe due i circoli. Le com- 
ponenti delle attrazioni lungo l’asse del cilindro, esercitate 
dalla sua massa sopra tutti i punti del secondo circolo, sono 
fra loro uguali.' 

Sarà inutile ricordare, che i due circoli, di cui si parla, 
possono trovarsi nel medesimo piano, anzi può ancora acca- 
dere, che essi si confondono fra loro, ed in quest’ ultimo caso 
si può dire più semplicemente in questo modo: L’attrazione, 
che esercita un cilindro ellittico infinitamente lungo, troncato 
in guisa, che la sua. base è un circolo, lungo il suo asse è la 
medesima sopra tutti i punti della periferia della sua base. 

§■ 9. 

Problema. Dato un poligono, trovare il luogo geome- 
trico di un punto determinato dietro la condizione, che l'at- 
trazione totale del poligono sul punto medesimo è perpendi- 
colare sul suo piano. , 

Soluzione. Si collochi il poligono nel piano delle xy, e 
si denoti le coordinate del cercato punto con x, y, s, mentre 
(Xy f/,) (x 2 y 2 ) ... rappresentano come prima i vertici del 
poligono. Per soddisfare alla proposta perpendicolarità, è ne- 
cessario e sufficiente di annullare le componenti dell’ attra- 
zione del poligono lungo due qualsiasi rette parallele al suo 
piano. Scelgasi per queste due rette gli assi delle x e delle y. 
Ora per esprimere nel caso presente le due componenti in 
proposito, si deve ricorrere alla (15); rimpiazzando ivi h per 
s, si avrà immediatamente la componente lungo l’asse delle 
x, e per ottenere, mediante la medesima equazione, la compo- 
nente lungo l’asse delle y, si cangi, dopo aver rimpiazzato h 
per z, il primo fattore del prodotto, rappresentante il termine 
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generale del sommatorie, da sen« Mi , + i in — cos a B> , + 
Eseguendo gli indicati cangiamenti ed annullando, come fa 
d’uopo, i primi membri delle equazioni risultanti, si avrà 

n VT i sen “»,»+i (y.-y) 

0= 7,\ sen «„ * + i log —^— 7 ' — —x ••• 

+1 ° 8 ena B>n+1 (sf B+l -!/) 

+ eoe y„ + , (x n - x) + i/(x n ~- ' x y~+( y n - y)*~ + ^ 

ì;} ) + cos “n,n + l (*.-H ~ *) + /fc + 1 T *)’ + (»«+l -»)*+** 

Vf 1 8011 “n.* + l (ì/n - y) 

+ C08 (*» - «Q + /K - *)* + 0» - ?/)* + ** 

+ cos <* B>B+1 (X B+1 — *) -f /(»„+ 1 - »)* + (y„ + i - ?/)* + ** 
ove assume n successivamente tutti i valori interi da 1 sino 
m, mentre l'indice m -f- 1 si confonde con 1. L’insieme di 
queste due formule esprime adunque la condizione dell’ essere 
l’attrazione totale del poligono sul punto ( x y z) perpendico- 
lare sul suo piano, il quale coincide con quello delle xy ; le 
formule medesime non contengono altre variabili, fuorché x, 
y e z, e rappresentano quindi la curva proposta. 

Trasformando la somma dei logaritmi dei secondi membri 
nel logaritmo di un prodotto, e denotando con -77 [ ] un pro- 
dotto di fattori, di cui valore generico è compreso fra pa- 

rentesi, si può le due precedenti formule trasformare, quanto 
segue 

rj r / Ben «„ , B+1 (y„ - y ) + cos « ... +!(* ,-*) 

/ 1 LUen «„ , B + 1 (t/n + l - y) + 008 (*«+1 - x ) 

+ Y&n '-*Y + (y»--v y + * \ 8cn "-j = , 

»4) + V(*»+t - *)* + (y»+i -y)* +*' -I 

rj r / 8cn «n,n+ 1 (V n — y) + c on «„,„ + ! {x n - X) _ ■ _ 

1 1 LVsen o BiB+1 (y n+i - y) + cos «„ B+1 (*„+, — a») 

+ V(*n -*)'+(»»-* )' + * V°“ "1 _ , 

' ■ + /(.<.„+, - X)* + (y B+1 - yy + *) J 
e qui assume n i medesimi valori come nelle (23). 

Non essendo punto necessario, che le due componenti, 
di cui si ragionò di sopra, siano fra loro perpendicolari, si 
potrebbe il teorema pure sciogliere, esprimente l’attrazione 
del poligono lungo duo lati del medesimo ed annullando 
poscia le espressioni formate in questo modo. 
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Annullando nelle (23) ovvero (24) il simbolo z si trova 
il punto d’intersezione della curva col piano del poligono, ed 
egli apparisce ad evidenza, che questo punto ha la proprietà 
di trovarsi in equilibro sotto l’azione attrattiva del poligono. 
La determinazione di questo punto viene facilitata serven- 
dosi della (19). Infatti, immaginando il punto attratto nell’ 
interno del poligono, allora dipende la sua posizione da due 
equazioni della forma 


( 25 ) . . 


riferite a due qualunque direzioni. Per chiarire meglio il 
significato di questa formula, fu tracciato la figura 8®, la 
quale rappresenta un pentagono I\ P 2 P 3 P, P 5 , ed un punto 
C nel suo interno, il quale non subisce azione attrattiva dal 
pentagono. 0 X rappresenta una delle due direzioni, di cui 
si parlò di sopra, l’angolo «1,2 viene formato dal lato P, P 2 
colla 0 X, l’angolo a ì% 3 dal lato P 2 P, colla 0 X .... final- 
mente è <* 5 , 1 l’angolo formato dal lato P ri) 1 colla 0 X, e bene 
si vede, come questi angoli debbousi contare da 0 sino a 2i 

Trattandosi determinare il punto C nell’ interno di un 
triangolo (fig. 9) , il quale non subisce attrazione da questo, 
allora prendendo in primo luogo per la direzione 0 X , su cui 
si projettano le forze, il lato P 3 P,, si ottiene mediante 
la (25) 

(tg | tg i)“ * . (tg | tg a)“ -M _ 1 

Si chiami adesso gli angoli del triangolo, corrispondente 
ai vertici P,, P 2 , P 3 , rispettivamente g, , /i 2 , ft 3 , e si avrà 
«i,2 = * — «2,3 = it + g 3 

introducendo questi valori nella equazione precedente, si avrà 

(tg ^ t g f )“” _ (tg & tg ^)“" 

Prendendo poi in secondo luogo iper la direzione 0 X 
gli altri due lati del triangolo, si avrà similmente 

(tg|ig*)“'‘ , -(tg|ig^)“"'‘' 

(te Ite £)“*-(* Ite ?)“''• 
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Di queste tre equazioni, due bastano per determinare il 
punto C, e la terza è sempre una conseguenza delle due prime. 
Tralasciando quindi l'ultima equazione ed osservando ancora 
che (i 3 — n — (i t — ft 2 , si avrà 

(tg I tg S)“ “• - (tg | tg J|)“ + *> 

(te §tg£)*“’ ,, -(<gl<g *)■“'' 

Nel caso di un triangolo isoscele, si trova il punto in 
proposito evidentemente nella retta , che congiunge il suo ver- 
tice col punto di mezzo della base, e ciò facilita molto la 
sua determinazione. Collocando la direzione 0 X in questa 
retta (fig. 10), si avrà 

(tg&te?)“ f, -tg£ 

Ora, siccome £ 2 = y — /3, — /} 2 , sarà anche 

(27) . . (l» tg (-J — &■ — §))“ en 

e questa equazione determina Tunica incognita, cioè (ì. t) del 
problema. 

Volendo questa forinola applicare ad un caso particolare, si 
supponga, che il triangolo P, 1\ P 3 sia isoscele e rettangolare al 
vertice P,j in tale caso si ha = — , quindi sostituendo sarà 

(tejte(f-&))^~tef 

ovvero 

(28) . . ; tgf tg (£_§)_ (tg|)^ 

Questa equazione non si può risolvere, che per approssi- 
mazione. Eseguendo questa operazione si trova per /S 2 il 
seguente valore 

0 2 = 20° 35' 17,34" 

Denotando con 2 a l'ipotenusa P 2 P 3 del triangolo, si ha 
OP, = a, e la distanza OC del punto senza attrazione dalla 
base sarà 

x = a tg 

ovvero introducendo per /? 2 il suo valore, si ottiene 
x — 0,3756393 . a. 
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Nel triangolo rettangolo isoscele si trova quindi il punto 
senza attrazione a 0,375693 (cioè prossimamente a s / 8 ) dell’ 
altezza contando dalla base. 

Lo stesso risultato si avrebbe ottenuto, risolvendo il teo- 
rema senza ricorrere alle coordinate polari. Per tale fine si 
deve servirsi della (23), annullando il simbolo e. Prendendo 
per asse delle x l’altezza del triangolo isoscele, per origine 
il punto di mezzo della base, si avrà y = 0, e la prima delle 
citate equazioni si trasforma nella 

( 29 ). . (a — a) (l + H) f a + y* + * \V» 

VT . Va 1 + a? — (a -f- x) V a: / 

Sostituendo in questa formula per x il suo valore trovato 
di sopra, si vede che essa è assai prossimamente soddisfatta, 
come dev’ essere. 


§• io. 


Tornando adesso al §. 5, il quale considera le componenti 
dell’ attrazione di un poligono lungo due rette , perpendicolari 
fra loro e parallele al piano del poligono, si supponga, che 
il poligono sia un rettangolo posto in tale modo, che rlati 
sono paralleli alle indicate due rette, le quali si suppone 
coincidere cogli assi del sistema, mentre il punto attratto si 
trova nell’ origine. Sia come prima h la distanza fra il piano 
del rettangolo e quello delle xy, sia di più p l’ascissa e q 
l’ordinata del suo centro, vale a dire del punto, in cui s’in- 
contrano le diagonali; finalmente si denoti con 2 b il lato del 
rettangolo parallelo all’ asse delle x, e 2 c quello parallelo 
all’ asse delle y. Per trovare le componenti dell’ attrazione 
esercitata da questo rettangolo, si prenda i vertici nel modo, 
come viene indicato dalla fig. 1 1 , e sarà 
x i = p — b x. t — p — b x 3 = p + b x A — p b 

y x =q-\-c y 2 =q — c y 3 = q—c */ 4 = 3 + c 


Sostituendo questi valori nella (6), e riducendo, si avrà 
per la componente lungo l’asse delle x 

x - 1 log ri» + x 
L(g - c + ViP - àf + (3 - c)* + V) 

X (- (a + c) + Vip + b)' + (g + c )»+T>) 1 
(_ (q — c) + Vip + b? + (q cf + A*)J 
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ovvero anche 


( 30 ) 


X 


k log [g± 


(q + C + V(p - b )» + (a + c)« + &») 


x 


c + V(p — b)‘ + (2 — c) 1 + h*) 

9 

Similmente si verificherà per la componente lungo l’asse 
delle y la 


v (2 - c + V(p + W + (2 -c)« + y) ^ 
(2 + e + V(p + WTW+WT»)j 


Y = l- lficr r(p + b + y(p + b)*+lq-eY+») ^ 

(31) * 0 L(p - b +Vd> - + (2 - c)* + te) 

(p + 6 + Vip + b)‘ + (2 + W + w)j 

Essendo qui tanto p — b, quanto q — c — 0, un lato del 
rettangolo giace nel piano delle zz, ed un altro in quello 
delle' y z. Denotando poi ancora questi due Iati rispettiva- 
mente con x e y, lo che richiede, che si trasforma p -f- h in 
x, e ( l~ V c * n Vi ^ ue precedenti formule si cangiano in 


(32) 


X = k log 
Y = k log 


(y +iv+»)yg+» 

h (y + Vx* + y* + te) 
(* + YjY+Ji*) Vy* + W 

li ( x -f- Vx i y 1 + te) 


Qui si suppone h positivo; volendo, che le formule mede- 
sime si verificano ancora per un h negativo, basterà di non 
eseguire la riduzione }/h * = h, che s’incontra nello sviluppo 
loro,- facendole discendere dalle (30) e (31). 

Si torni ora al caso generale del rettangolo rappresen- 
tato dalle (30) e (31); dando ad una delle quantità b e c, 
che esse contengono, un valore infinitamente piccolo, allora 
si riduce il rettangolo in una retta materiale. Supponendo, che 
c sia infinitesimo, mentre b conserva un valore finito, la rette 
materiale sarà parallela all’ asse delle x. Denotando le ri- 
spettive attrazioni della retta con X, e Y„ ed immaginando 
i secondi membri delle equazioni in proposito sviluppati se- 
condo la serie di Maclaurin, si vedrà, che i valori delle fun- 
zioni X, e Y t si riducono a 


X| = 
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Ora decomponendo nella (30) il logaritmo, contenuto nel 
secondo membro, in quattro logaritmi, e derivando poscia, si 
troverà pel primo di essi 

d e log (2 + c + V(p ~ w + (2 + **) 

1 

~ ViP- bf + (q + ef + S» 

e così di seguito. 

Quando s’introduce questi valori nella espressione data 
per X,, e quando si eseguisce le riduzioni, che si può fare, 
si ottiene 


X,= 


Uy 


b) t + g t + w y {p + b )‘ + f + h\ 


2 le c 


Riflettendo , che 2 c rappresenta la larghezza della retta 
materiale, la quale devesi considerare come un rettangolo, e 
che k sia la quantità di massa contenuta nell' unità di super- 
ficie, come fu stabilito nel §. 3, si vedrà, che il fattore 2 k c 
non rappresenta altro, che la quantità di massa contenuta 
nell’ unità di lunghezza della retta. Denotando questa quan- 
tità con Jc l e rappresentando inoltre le ascisse degli estremi 
della retta con p t ep } , si avrà p — b — p { , p -j- b = p 2 , e 
perciò sarà 


(33) 


X, = 


-‘■te 


i* + a* + » Kp, ! + <?• 4 ih) 


Quando si procede in un modo |del tutto analogo, per 
esprimere Y, , si ottiene 

j- c log (!> + & + ViP + &)* + {q — cf~ +■ h’) 


e — g 

V(¥+h t + (a - o* -P** (jp + b 4 V(p+bf+ (a - c )‘ + **) 


re (r + b + Vip + &)* + (2 + cy + 

= _ c + q 

V(T+~b)* + (q + c)* + h* (jp + 6 + V(P + b',* 4- (2 4 c)» 4 W) 
quindi 

[± ìntr p + b + Vp + h ? + (g - c '* + En 
[de K p 464 K<p+&J* + (a + c)* + A*Jo 
= ( P + h 

2 * 4 A* 4 6 )* 4 2 * 4A« 
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Trattandosi similmente il rimanente della funzione 
e riducendo, si avrà 


Y t 


2 qc k 

2* + i> ! 


•G 


p + b 

v {p + b)> + + /i* 


p — 6 

K(p - &)* -faM- 


[£]. 


ovvero 

(34) r,— Jfc, srx-Sifv 7/ J '’ ì 

1 2 + à a VlW + g* + *»’ JV + 2* + W 

In questa formula, come anche nella (33), si suppongono 
q, p, , p 2 positivi, e di più p 2 > p, ; ognuno vedrà poi, che 
le formule medesime si possono anche sviluppare direttamente; 
tale sviluppo è assai più- semplice del precedente, questo però 
ha il vantaggio di far vedere, come si deve procedere nella 
applicazione delle formule generali del rettangolo. 

Supponendo, che la retta attraente si estende sino al 
piano delle y z, si avrà p, = 0, e se la retta giace nel piano 
delle xy, si annulla ancora il simbolo h. Le formule (33) e 

(34) si trasformano in questo caso nelle 

X, = 4-, ( i- - h J ) 

(35) . • • • ^ Vp ' +q '' 

Y = k P* 

1 2 ypé + 2 * 


§• ii. 

1°. facendo nella (33) y / p l ! -\-q 2 -\-h' i =r l , e = 

— r., questa formula si trasforma nella 

w x -*■(£-£) 

Ma le due equazioni ora indrodotte rappresentano due 
superficie sferiche, una del raggio r, , l'altro del raggio r v 
clic hanno il loro comune centro nell’ origine, ovvero nel punto 
attratto; la (3G) dà quindi luogo al seguente teorema: Aven- 
dosi tante rette materiali, fra loro parallele e della medesima 
sezione e densità, le quali sono comprese fra due superficie 
sferiche concentriche, le loro attrazioni, esercitate sul centro 
delle sfere decomposte lungo la direzione comune delle rette, 
sono fra loro uguali. 

y Kellek, Ricerche sull' attrazione (Ielle montatine. 


3 
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S'immagini adesso, che le due superficie sferiche dei 
raggi r, e r 2 vengono intersecate da una superficie cilindrica, 
parallela all’ asse delle x, come viene rappresentato dalla 
fig. (12); la base del cilindro è di una forma del tutto arbi- 
traria,- però si suppone, che il cilindro medesimo interseca 
ciascuna delle due superficie sferiche in due curve separate. 
Per/ trovare la componente dell’ attrazione X, con cui agisce 
la parte 1* del cilindro, compreso fra le due superficie sfe- 
riche sull' origine lungo la direzione del cilindro, prendasi 
la densità del cilindro per unità, e si denoti la sua sezione 
con w. Decomponendo poi il cilindro in tanti cilindri ele- 
mentari , ciascuno della sezione d tv, ognuno di questi agisce 
sul punto 0 con una forza dX, che si esprime mediante la 
(36). Pertanto sarà 


laonde 

(37) . 



Facendo qui r 2 = oc, si avrà X — — ; adunque un cilin- 
dro, di una qualsiasi sezione, limitato da una parte da una 
superficie sferica, mentre si estende nell' altra parte fino all’ 
infinito, agisce sul centro di questa sfera, lungo la sua pro- 
pria direzione, con una forza proporzionale alla sua sezione, 
ed inversamente proporzionale al raggio della sfera. 

2". Supponendo nella (37) la differenza r 2 — r t infinita- 
mente piccola ed uguale dr, il corpo attraente si riduce ad 
una porzione di una superficie sferica, e la formula mede- 
sima si trasforma nella seguente 


(38) . 


X = 


w dr 


Questa formula esprime una proprietà rimarchevole dell’ 
attrazione, che subisce il centro di una sfera da parte dell’ 
area di una curva sferica, la quale consiste in questo, che 
due o più curve sferiche, giacenti sul medesimo emisfero, 
le di cui projezioni sulla base di questo sono equivalenti, 
attragono il suo centro, lungo la direzione perpendicolare 
alla base, con forze uguali. L’attrazione in proposito poi è 
identica con quella, che produce il punto dell’ emisfero il 
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più distante dalla base, attribuendo al medesimo la massa 
w dr, cioè quella, che possiede la projezione, di cui si parla, 
quando ad essa si dà un’ ertezza uguale a quella dello strato 
sferico. 

Tornando sulla (38), e denotando con to', to’ le projezioni 
della curva sferica sui piani delle xs e xy, e con Y e Z le 
componenti dell’ attrazione sull’ origine lungo gli assi delle y e 
z, si avrà 

v tv dr v tv' dr , y tv" dr 
A “ji - r s " r t~ 

e l’attrazione totale sarà 

( 39 ) . . . . li = * Vtv ! + io" 1 + w" 2 

3". S’immagini adesso un corpo, limitato da una qualsiasi 
superficie conica e da due superficie sferiche, descritte dal 
vertice del cono 0 come centro, una minore del raggio r„ 
l’altra maggiore del raggio r.,; queste due superficie sferiche, 
sebbene non piane, si chiamerà qui per più brevità le due 
basi del cono. Per trovare l’attrazione X, che esercita questo 
corpo sul punto 0 lungo una qualunque direzione OX , si 
decomponga il medesimo per tante superficie sferiche col loro 
comune centro in 0 in elementi, chiamando r il raggio vari- 
abile di questi elementi, e dr la rispettiva ertezza. 

Ciascun elemento viene limitato da una curva sferica, e 
la projezione di questa sopra un piano perpendicolare sulla 
direzione 0 X sarà funzione di r, la quale si può denotare 
con tvw, le projezioni delle basi debbonsi quindi rappresen- 
tare per W( r ,) e Premesso ciò, apparisce chiaro, che 

l’elemento dell' attrazione corrispondente al raggio r sarà asse- 
gnato dalla (38), cangiando ivi io in e l’elemento in pro- 
posito sarà quindi dr. Da ciò discende, che per la forza 
X si deve avere 

X -/%>,/.■ 

r. 

Ma la geometria eòu facilità dimostra, che il simbolo 
u\ r ) dev’ essere proporzionale al quadrato del raggio, quindi 
sarà 

3 * 
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*®M = «><,.> ~ = «V,> ~ 

introducendo questo valore nella formula precedente, si ottiene 

(40) . • • X = w (n) ^ = w (r , ) r += i ! i 

Tale è l’attrazione, che esercita il cono di sopra de- 
scritto sopra il punto 0, mentre w (r j e u\ r ,) rappresentano le 
proiezioni delle sue basi sopra un piano perpendicolare sull’ 
asse, lungo il quale s’intende preso la componente. Denotando 
con 2o'( ri ), tv 'V,i le projezioni della base maggiore del cono 
sopra i due altri piani coordinati, si avrà per la forza risultante, 
con cui agisce il corpo in proposito sul punto 0, la formula 

(41) • • Il = ]/w [r j *+ W\rS + w\r J * 

4 n . Nella figura (13) rappresentano M e N due superficie 
sferiche, col loro comune centro in 0, e questo punto rap- 
presenta nel medesimo tempo il vertice di una superficie 
conica, la quale interseca le due sfere in due curve sferiche, 
rappresentate nella figura da N, T, e S 2 T r 11 corpo, limitato 
dalle due sfere e dalla superficie conica, cioè S t S 2 T., T u si 
chiamerà qui per più brevità il cono A. Si consideri poi le 
due indicate curve sferiche S l T s e S 2 T 2 quali direttrici di 
due* superficie cilindriche, le di cui generatrici sono parallele 
alla retta OX, la quale retta o direzione è soggetta alla 
sola condizione, che ogni superficie cilindrica interseca ciascuna 
sfera in due curve, fra loro separate, mentre la retta mede- 
sima rimane del resto arbitraria. Chiamasi i due còrpi cilin- 
drici S\ T, P L e Q li T 2 S 2 rispettivamente B e C. 

Premesso ciò, chiamando X, X,, X 2 le forze, con cui 
agiscono i tre corpi A, B , C sul punto 0 nella direziono OX, 
si verifica sempre la formula 

(42) X 2 = X, X 3 

Infatti le attrazioni corrispondenti ai due corpi B e (J, 
le quali si trovano mediante la (37), sono rispettivamente 


v n — r, 
x > = 


x,=r*--i< 


w (n) 


ove rappresentano w (r , i , M-y,) le projezioni delle due curve 
sferiche sopra un piano perpendicolare sulla direzione OX. 
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Eliminando dulia prima formula iv^) media ute la relazione 

*Q(r,) 


tC[r,) 


— si avrà 


X, 


(r, -r,) r, 

,_a 2t V,) 


e moltiplicando questa equazione con quella esprimente X„ 
si ottiene la 

■v v ( r * — r,) 1 jn ^ 

Xi -O-o JT5 W (r.j) 


Ma l’attrazione corrispondente al corpo A viene espressa 
dalla (40), cioè da 



quindi innalzando questa equazione al quadrato e confron- 
tando il risultato colla equazione precedente, si trova, X 2 = 
X, X 2 , come si voleva dimostrare. 

5°. Un cilindro circolare, infinitamente lungo da una 
parte, viene dall’ altra parte limitato per un’ emisfero di 
uguale raggio e posto in modo, che l’asse del cilindro passa 
pel centro della sfera. Per trovare l’attrazione, che eser- 
cita questo cilindro sul centro dell’ emisfero, chiamasi r il raggio 
comune di cilindro e sfera, si faccia nella (37) tv = r l jt, e 
sarà 

X = r Tt 


Per trovare l’attrazione di un’ emisfero sul suo centro, 
può servirsi della (40), facendo nella medesima r, = o. Chia- 
mando inoltre ir il suo raggio, si avrà w = r 1 n, quindi 

X = e it 


e siccome uguaglia questa attrazione a quella trovata antece- 
dentemente, così si vede, che l’emisfero e l’indicato cilindro 
attragono il centro dell’ emisfero con forze uguali. Finalmente 
si deve ancora concludere, che un cilindro circolare infinita- 
mente lungo, limitato da un piano perpendicolare sull’ asse, 
attrae il centro della sua base colla forza 

X = 2 r si. 


§• 12. 

Vari autori, nel ragionare sulle attrazioni locali suppon- 
gono, che l’attrazione di un monte sopra un filo a piombo pro- 
cede dal suo centro di gravità, mentre fra tutti i corpi la sola 
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sfera, composta di strati concentrici, ciascuno omogeneo, gode 
generalmente della proprietà, che la sua azione può concepirsi 
concentrata nel suo centro di gravità, come dimostrò Newton 
•pel primo. Così l’eccellente trattato di fisica, destinato per 
rinsegnainento alla scuola politecnica di Parigi, ove ragiona 
sulle osservazioni fatte da Maskelyne sul Monte Shehallien 
nell’ intento di determinare la densità media della terra, pro- 
cede, quanto ora fu indicato, e lo stesso modo di vedere, poco 
esatto, si è pure introdotto nella edizione tedesca di questo 
trattato. Di sopra fu asserito, che nella sola sfera si con- 
fonde in generale il centro di attrazione con quello di gravità, 
ciò però non esclude, che tale coincidenza si verifica, per altri 
corpi, per qualche posizione particolare del punto attratto. 
Infatti trovandosi quest’ ultimo in una distanza, assai grande 
in paragone delle dimensioni del corpo, la indicata coincidenza 
ha luogo per approssimazione, e per una distanza infinitamente 
grande diviene rigorosa*), ma tale caso non è ordinariamente 
quello della pratica, anzi ivi si trova il punto attratto spesse volte 
vicinissimo al corpo attraente, cioè al monte, il quale produce 
la deviazione del filo a piombo. Vi sono poi dei casi, in cui la 
indicata coincidenza delle componenti delle attrazioni si verifica 
anche per una posizione del punto attratto, corrispondente ad 
una^listanza finita fra il corpo e il punto attratto, ma ciò richiede 
certe condizioni circa la forma del corpo attraente. Ora neppure 
di questi può essere questione nel caso, di cui si tratta, perchè, 
per riconoscere, se la coincidenza sussiste, lo che assai di rado si 
verificherà, bisognerebbe prima determinare la vera attrazione 
del corpo sul pimto, e confrontando questa colla attrazione 
ipotetica, procedente dal centro di gravità, si deciderebbe, se 
l’uguaglianza delle due azioni ha lungo. Ma ciascuno vedrà, 
che, dovendosi prima determinare la vera attrazione, il fatto 
della coincidenza delle due azioni diviene del tutto inutile, e 
la sua introduzione nell’ analisi non avrebbe più scopo alcuno. 

Per far vedere, a che errore potrebbe condurre l’ipotesi 
della coincidenza del centro di gravità con quello di attrazione 
anche nel caso, ove il punto si trova al di fuori del corpo, 
suppongasi un prisma retto, il quale attrae un punto, collo- 


*) Cours de Mécanique par Duliamel, première partie, pag. 178. 
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tato nel prolungamento della retta, che congiuuge i centri di 
gravità delle basi, supponendo, che il punto si trova nella di- 
stanza h dalla buse più vicina. Chiamando ora x l’altezza 
del prisma, ed w l’area della sua base, si avrebbe nella ipotesi 
in proposito per la forza, con cui il punto viene attratto dal 

prisma, l’espressione X = — — — ' 2 la quale si annulla tanto 

(»+t) 

per x — o, quanto per x — co, mentre assume un valore 
massimo per x = 2/t. Si incontrerebbe quindi l’assurdo, 
che coll’ ingrandire delle dimensioni del corpo, e senza che 
cangia la posizione del punto attratto, l’attrazione nuderebbe 
a diminuire ed anzi diverrebbe zero per un prisma infinitamente 
lungo. 

Siccome la determinazione delle attrazioni locali sarebbe 
molto facilitata, quando si potesse il centro di attrazione 
confondere con quella di gravità, così sarà utile di riportare 
qui alcuni risultati numerici, riguardo la grandezza dell’ errore, 
che si commette calcolando in questa ipotesi. Per più spedi- 
tezza del linguaggio si chiamerà qui attrazione ipotetica 
quella, che ha luogo, raccogliendo tutta la massa del corpo 
attraente nel suo centro di gravità; il rapporto fra la vera 
attrazione e la ipotetica si denota qui sempre con fi. 

Abbiasi pertanto una retta materiale della lunghezza x, 
che attrae un punto, collocato in una perpendicolare, eretta in 
uno dei suoi estremi, e nella distanza y dalla medesima. La 
componente di questa attrazione lungo la indicata perpendi- 
colare si troverà mediante la (35), e si avrà 


V Vxt + y* 

ove si ammise per maggior semplicità, che fon ita di lun- 
ghezza della retta contenga l’unità di massa. Per assegnare 
l’attrazione ipotetica Yu esercitata dalla retta sul punto nella 
indicata direzione, si rifletta che la massa della retta uguaglia 
x, mentre la distanza del punto attratto dall centro di gravità 

della retta viene espressa da j/ if -f- c sarà 
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e perciò 

( 43 ) • 


r, 


x y 


f* = v = 


(»•+?)•* 


r, + 


Uguagliando il secondo membro all’ unità, e riduceudo, si 
otterrà l’equazione biquadratica 


V 1 — 3 /ì x * V 1 = Vi* * 4 

dalla quale si trae 

Dal doppio segno sotto il simbolo radicale il solo può 
aver luogo, dando il segno — un valore di y immaginario. 
Calcolando numericamente il valore di y, si ottiene y = + 
0,9087. X. 

Collocando quindi il punto attratto in una distanza della 
retta, che uguaglia a 0,9087 della sua lunghezza, l’attrazione 
che essa esercita sul punto perpendicolarmente alla sua pro- 
pria direzione, si confonde con quella, che produce la massa 
della retta, raccolta nel suo centro di gravità. Essendo il 
valore numerico di y < 0,9087, la vera attrazione è maggiore 
della ipotetica, mentre per un y > 0,9087 ha luogo l’opposto; 
quando poi si accresce y all’ infinito, le due attrazioni diven- 
gono di nuovo uguali. 

L’esempio dalla retta, ora riportato, prova, quanto fu 
asserito di sopra circa la possibile coincidenza fra le due attra- 
zioni, una vera, l’altra ipotetica, quand’ anche il punto attratto 
non si trova in una distanza infinita; il seguente ragiona- 
mento ha per iscopo di far vedere, come varia il valore di g, 
cioè il rapporto delle due attrazioni in un caso particolare 
del quadrato. L’attrazione di un quadrato sopra un punto, posto 
nella retta, che congiunge i punti di mezzo di due lati opposti, 
si troverà facendo nella (30) h — o, q — o, h — c, e sarà 


Y __ ìnn ( b + V(p - b? + V) (- b + V(P + bf + V ) 
h (-l> + V{p - i>)' + 6») (6 -I- V(P + 6 }* + V)) 


ovvero 
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X — h log 


{ b + Y( P -b)' + V 
\b + V(p + b,*j-V 



mentre l’attrazione riportata al centro di gravità viene es- 
pressa da 

v ikb* 


X • 

Formando il rapporto si avrà il valore di p, il quale 

si può esprimere in funzione della sola variabile ^ , vale a 
dire del rapporto fra il semilato del quadrato e la distanza 
del punto attratto dal cèntro di questo. 

Avvicinandosi il punto attratto senza fine al lato del qua- 
drato, la quantità p—b si avvicina a zero, e il rapporto p cresce 
senza fine per causa del termine log {p — b) 2 . Di questo 
caso già fu ragionato nel §. 7. Separando in tale caso il 
termine log ( p — b ) 2 dal rimanente del secondo membro, quest’ 
ultima funzione è sviluppabile secondo le potenze intere di 
p — b. 

Per rendere visibile il cangiare del rapporto p colla di- 
stanza del punto attratto, si calcolò la seguente tavola: 


p 

b 

X 

k 

*■[><! 

P 

1,1 

5,07681 

3,30579 

1,53574 

1,2 

3,74449 

2,77778 

1,34802 

2 

1,10785 

1,00000 

1,10785 

3 

0,46749 

0,44444 

1,05185 

4 

0,25752 

0,25000 

1,03008 

5 

0,16312 

0,16000 

1,01952 

10 

0,04020 

0,04000 

1,00497 


Basterà per ora, quanto fu esposto riguardo il valore 
numerico di p ed il suo cangiare colla distanza, e ciò tanto 
più, perchè nel seguito di questa memoria si tornerà ripetu- 
tamente su questo argomento. 


§• 13. 


Nei precedenti paragrafi si determinò l’attrazione, con cui 
agisce un poligono sopra un punto lungo una retta parallela 
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al piano del poligono; il presente paragrafo è destinato a 
determinare la componente dell' attrazione in proposito lungo 
una retta perpendicolare sul suo piano. Pertanto si ritiene 
qui tutte le denotazioni stabilite nel §. 3, chiamando di più 
Z la componente dell’ attrazione lungo l’asse delle z. 

Suppongasi primieramente, che il poligono sia un trian- 
golo rettangolo. OAB, come mostra la fig. (14), e che questo 
disti dal piano delle xy per l'intervallo h. Dividendo il trian- 
golo rettangolo per tante rette parallele all’asse delle y in 
elementi, ciascuno di questi può considerarsi come una retta 
materiale, che contiene nell’ unità di lunghezza la massa le d x. 
Per trovare l’attrazione d Z, esercitata da una di queste rette 
sull’origine lungo l’asse delle s, fa d’uopo ricorrere alla (34), 
facendo nel secondo termine p, = o, e rimpiazzando lc v p.,, y, 
h rispettivamente Jcdx,y,h,x. Eseguendo questa operazione, 
si ottiene 

7 's 7 li i/ dx 

(x* + hi) Vjl* + y'- + A* 

e denotando da adesso in poi con y il lato AB del triangolo, 
e con x il lato OA, sarà 




-“A 


y d x 


(** +*&*) Va + y' + »* 

u 

Chiamando fi l’angolo AOB del triangolo, di cui vertice 
si trova nell’asse delle z } si ha ancora y — tg fi . x, e perciò 


Z = li 




r— f}.r, 

(x* + A») Vh* + (1 + tg* fi) x 8 

0 

Ora si ha per l’integrale generale 

x dx 1 

' (x 8 + 7t a )l / /t 2 + (l + ts 5 p)x ~htgfi 
quindi introducendo i limiti, sarà 

y _ 7. Lr, fa n ' + o + tg* W* _ x_ _L1 
Z, — L |jirt tg htg fi arc *8 tg (}J 

ovvero anche ' 1 


/' x dx 1 , Vh'+lì+tg'fi)* , n 

I — — — = t . - fl are tg 1 ;--r a - + c 

(x‘4-h*)Vh*4-(l4-ta t B)x h P 8 h tg fi 


( 44 ) 


| Z = k £arc tg 


x Vx 1 + i/* + li 1 


h y 


x ‘ 

su-c tg y 


= le Tare tg -- — are tg — -, — — "I 
L b x x Vx 2 + ji* + A 2 J 


' \ 
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Supponendo le tre quantità x, y, li positive, allora pel 
simbolo poliformo are tg si può sempre intendere quello dei 
suoi valori, che termine nel primo quadrante; siccome poi 

— pj > così l’equazione assume pure la forma 

* V&'+i/' + v _ « + ^ 


x 

V 


tg 


Z = & [i 
ovvero anche 


are tg 


hy 


(45) . . Z — t[d — 

Quando si suppone qui tanto x, quanto y, infinitamente 
grande, si avrà Z = le j), e questa formula rappresenta l’attra- 
zione di un settore circolare di un raggio infinito e dell’an- 
golo (i sopra un punto, posto nella perpendicolare, eretta sul 
suo piano -nel vertice, e decomposta lungo questa retta. Siccome 
la formula non contiene più li, così si vede, che la indicata 
attrazione è la stessa per tutti i punti della perpendicolare ; 
facendo finalmente ancora 0 = 2 it, vale a dire, prendendo in 
considerazione un piano, che si estende all’ infinito in tutti 
i sensi, l’attrazione in proposito sarà Z = 2 li n. 

Tornando ora sulla (45), si vede ad evidenza, che la for- 
mula 


(4«) 


. Z = k are tg 


hy 


x y# + + 4 » 

la quale si può anche scrivere in questo modo 


Z = le are sen - «■ — y . 

V& +. «/) (*» + V) 

non rappresenta altro, che l’attrazione della figura A 11 D X, 
la quale si estende all’ infinito verso la parte DX, sopra un 
punto, collocato nella perpendicolare, eretta nel punto 0 sul 
suo piano, e decomposta lungo questa perpendicolare. 

Supponendo nella (45) il simbolo y infinitamente piccolo, 
mentre x e li conservano valori finiti, l’equazione medesima si 
riduce a 


Z*=l 



hy \ 
x Va? + h*J 


ma in tale caso assume l’equazione tg ~ la forma più 

semplice /f = perchè anche l’angolo (i è infinitamente 
piccolo, e la formula precedente si trasforma perciò nella 
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(47) .... Z = kfi( 

\ V& + h*J 

e questa formula esprime anche, come facilmente si conclude, 
l’attrazione relativa ad un settore circolare, avente l’angolo 
al centro = fi. Questo angolo fin qui era supposto infinita- 
mente piccolo, ma questa condizione diviene superflua, essendo 
chiaro, che trattandosi di un settore di un angolo fi finito, questo 
può dividersi in tanti elementi, corrispondente ciascuno ad un 
angolo infinitèsimo; ora siccome la (47) vale per ciascuno di 
questi elementi, così facendo la somma di tutte le attrazioni, 
risulta un’ equazione della forma della (47), ove rappresenta 
fi un angolo finito. 

Prendendo in considerazione un circolo intero, si ha fi — 
2 n, e la (47) diviene 

(48) .... Z = 21cn(\-~-==\ 

\ Va? + h*J 

Per un h infinitamente piccolo segue da questa equazione 
Z — 2 k n 

trovandosi quindi il punto attratto infinitamente vicino al 
centro del circolo, allora diviene la sua attrazione indipen- 
dente dal suo raggio, un circolo piccolo agisce quindi in 
questo caso, come un circolo grande. Da ciò segue, che le 
sole particelle del circolo, vicinissime al suo centro, agiscono 
sul punto attratto in senso perpendicolare sul suo piano, le 
componenti delle altri particelle spariscono. , 

Ognuno intenderà, che l'ultima equazione si può anche 
sviluppare direttamente, -senza farla discendere dalla formula 
relativa al triangolo ; veggasi sulla formula in proposito anche 
le opere di Plana*) e di Urbanski **) ; quest’ ultimo autore 
la deduce mediante la teorica del potenziale. 

Tornando alla (44), la quale assegna l’attrazione di un 
triangolo rettangolo sopra un punto, posto nella perpendico- 
lare , innalzata sul piano del triangolo in uno degli estremi 
della ipotenusa, e decomposta lungo la perpendicolare, si vedrà, 
che questa equazione dà motivo alla seguente costruzione 

geometrica del valore di -r- • 

*) Sur la distribution de l’électricité à la surface de deux sphères 
conductrices. Turin 1845. pag. 315. 

**) Vortrage iiber hòliere Fhysik. Lemberg 1857. pag. 40. 
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Sia OAB (figura 15) il triangolo rettangolo, di cui si 
parla, mentre il punto attratto si trova nella perpendicolare, 
innalzata nel punto 0 nella distanza h dal piano del trian- 
golo. S’innalzi nel punto B una perpendicolare sulla 0 lì, e 
tacendo questa, cioè B C, = h, si guidi OC ; uguagliando poi 
1)C a A li si conduca la DE parallelamente a Oli. Finalmente 
facciasi AG = CE, e si guidi 0G\ descrivendo poscia dal 
limito 0 come centro un circolo del raggio = l, l’arco M N 
di questo circolo, compreso fra le rette OB e OG, rappresenta 
7j 

il cercato valore di -r-- 

La giustezza di questa costruzione si rileva senza difficoltà 

nel seguente modo : Facendo per un istante - , - = v, 

h V.y‘ + y l + V 

e riflettendo , che OC = Y < >À- AB 1 -f- BC* = Yx 2 -\- j/ 2 -f- h 1 , 

si vede, che .CE—v. Ora si avrà -v- — are tg y - are tg 

ma are tg y — M N ', e are tg — = are tg A — — NN‘- quindi 
x x (ja 

risulta 

~ = MÌE — NN' = MN 

come si voleva dimostrare. 


§. 14 . 

Per assegnare l'attrazione, che esercita la figura ADCB 
(fig. 16), che si estende verso la parte CD fino all' infinito, 
sull’ origine 0 nella direzione dell’ asse delle s, si guidi la OF 
perpendicolare sul lato AB, e si ottiene così due figure EADF 
e EBCF -, l’attrazione di ciascuna di queste può immediata- 
mente assegnarsi mediante la (40). Chiamando per tale fine 
(a - , »/,) le coordinate del punto A, e (x ì y t ) quelle di B, «appunto 
come richiede la direzione positiva della retta AB, e riflettendo 
bene, quanto fu esposto nel §. 6, si trova per l’attrazione Z 
corrispondente alla figura BADC 

Z=*k Tare tg 

L (*l Ih — *2 J/l) V*? + iÒ* + ft* 

' ' 4- are tu + h & (,T| ~ + - h ~ y»>n 

B («i Vi — *2 vò V* i* + Vi + h * J 
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ove i segui si riferiscono fra loro. Circa la scelta del segno 
veggasi prima, se j/#, 2 + ?/, 2 ^ + ?/ 2 2 ; nel caso della 

disuguaglianza superiore ha luogo quel segno, che rende posi- 
tiva l’espressione + (a;, (x x — ir.,) -j- y x (ty, — y 2 )), mentre nel 
caso della disuguaglianza inferiore si deve adottare il segno, 
che rende positiva l’espressione 4 - (24 ( x t ~ x ì> + Vi (.Vi — Vi))- 
Di più apparisce chiaro, che la disuguaglianza j/a;, 2 -(- j/, 2 
< + 2 / 2 2 può anche rimpiazzarsi per f/x^ -J- y x 2 -f- /ri ^ 

K'V + 

Si può valersi della precedente formula, per determinare 
l’attrazione di un qualsiasi poligono sopra un punto lungo la 
perpendicolare, guidata dal punto sul suo piano, perchè la 
formula medesima è applicabile a ciascun lato del poligono. 
Si suppone pertanto, che il poligono sia il medesimo, di cui si 
trattava nel §. 5, ammettendo ancora tutte le denominazioni 
ivi introdotte. Egli è utile di distinguere qui più. casi, se- 
condo che la perpendicolare, guidata dal punto attratto sul 
piano del poligono, interseca questo piano nell’ interno del 
poligono, o al di fuori del medesimo, o nel suo perimetro. Si 
consideri primo il caso, ove la perpendicolare cade nell’ interno 
del poligono, e s’immagini il suo piano dappertutto prolungato 
nell’ infinito. L’attrazione di questo piano infinito sull’ origine 
viene espressa da 2kit, e per ottenere l’attrazione del poli- 
gono si guidi nel suo piano per ciascun vertice una retta, il 
di cui prolungamento passa per l’asse delle z. Ciascun lato 
forma colle due rette infinite, passanti per i suoi estremi, una 
figura della specie di quella rappresentata dalla figura 16, e 
l’attrazione di questa figura, la quale dipende dalla formula 
(49), deve togliersi dalla espressione 21tn r, corrispondente al 
piano infinito. Eseguendo questa operazione per ciascun lato, 
si ottiene la seguente formula, che esprime l’attrazione del 
poligono sull’ origine lungo l’asse delle s. 



2 st k 


* 2 [ 


are tg 


± h «,+i> + y,(y«-y»+i)) 


(*» y» 


+ 1 ‘ 




-f- are tg 


+ h (a;, +1 (a: , - x H + {i -f ?/„ + i (y„ - ?/„ + 1 ))~ 
V» + 1 ~ *. + 1 »») ^ + iHsi, + i' + 7|i - 


ove circa la scelta del segno rimane fermo, quanto fu sta- 
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bilito in occassione della (49) , di più deve l’indice n succes- 
sivamente assumere tutti i valori interi da 1 fino m, mentre 
l’indice tu -f- 1 si confonde con 1. 

Passando in secondo luogo la perpendicolare, guidata dal 
punto attratto sul piano del poligono, per un lato di questo, 
la precedente formula è senza altro applicabile, sole è da 
notare , che il termine del sommatorio, corrispondente all' in- 
dicato lato, si riduce a jr. Infatti, ammettendo che tale lato 
sia ( x r ijr) (x r +i y r +i), è chiaro, che per questo si deve avere 
x r y r + 1 — a-V+i y r = 0; quindi gli argomenti dei due cor- 
rispondenti are tg si riducono ambedue a oo. Di piu si ri- 
fletta, che le due espressioni 


X r {X r — X r+ l) + J/r (j Jr — 2/r+l), 

Xr-\-\ (Xr X r +\) “f“ Vr- f- 1 (?/r 2/r-fl) 

sono in- questo caso di segni contrari, quindi si vede, che il 
termine del sommatorio corrispondente al lato ( x r y r ) (av+i llr+i) 
si riduce a 2 . are tg oo = n. Segue da ciò, che la formula (50) 
vale anche pel caso presente, si può però semplificarla, es- 
cludendo il termine del sommatorio corrispondente al lato, per 
il quale passa la perpendicolare, e scrivendo n, invece di 2 n, 
come primo termine della differenza, che costituisce il se- 
condo membro dell’ equazione. 

Come terzo caso si consideri quello, in cui la perpendi- 
colare, guidata dal punto «attratto sul piano del poligono, passa 
per un suo vertice 0, come viene rappresentato dalla fig. 17. 
Per ciascuna delle figure A B li' A', B C C' lì', CUI)' C', 
che si estendono nella parte opposta al vertice 0 sino all’ in- 
finito, è immedi.atamente applicabile la (49). Chiamando quindi 
« l’angolo A 0 1) del poligono all’ origine, prendendo i ver- 
tici nell’ andamento positivo del perimetro, e riflettendo final- 
mente, che l’attrazione, corrispondente all’ angolo A' 0 D ' , 
viene espressa da li a, si trova la seguente formula 


( 51 ) 


■ka — k Vfi 


are tg 


± h ( X n ( X n - g,+l) +?/» (Vn ~ y« + 0) 
(*» Vn+l ~ x n+i Vn) Y^n + ^n 4 " ** 


45 ( X n y„+l- x n+l Vn) V X »+l + 'J*+l + 


ove riguardo la scelta dei segni, si deve osservare, quanto fu 
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esposto di sopra. Di più è da notare, che i due lati, che 
formano l'angolo a, debbonsi escludere nello sviluppo del som- 
matorie. Il caso precedente può considerarsi come un corol- 
lario di quest' ultimo, facendo qui « — n. 

Suppongasi finalmente in quarto luogo essere il poligono, 
attraente l’origine, collocato in tal modo, che l’asse delle z 
interseca il suo piano al di fuori del perimetro del poligono 
medesimo, come viene rappresentato dalla fìg. 18, ove si am- 
mise per fissare l'idea, che il poligono sia un essagono, ma 
lo sviluppo della formula è generale e sussiste per un qua- 
lunque numero di lati, come in tutti i ragionamenti prece- 
denti. Congiungendo i vertici estremi A e 1) coll’ origine, 
apparisce chiaro, che l'attrazione in proposito consiste nella 
differenza di due altre, corrispondente la prima al poligono 
ABC DO, la seconda aDEFAO, le quali vengono ambe 
due assegnate dalla (51). Denotando l’angolo AG D con «, 
si vede, che quésta sparisce, mentre si forma l'indicata diffe- 
renza; se poi si riflette, quanto fu osservato nel §. G, cioè 
che andando sempre nell’ andamento positivo del perimetro, 
l’espressione x H y*+i — %n+i Un cambia di segno nel passare 
i vertici A e D, si vedrà senza difficoltà, che la (51) vale 
ancora pel caso attuale, salvo che si deve sopprimere il primo 
termine k a della differenza, che costituisce il suo secondo 
membro. Il segno — poi, che si trova al di fuori del som- 
matorio, si potrebbe invertire, scrivendo il primo fattore dei 
denominatori sotto gli archi tangenti nella forma x„ +i y n 

~~~ ’ %n Vn -\- 1 • 

§. 15. 

1”. Abbiasi da determinare l’attrazione di un triangolo 
isoscele sopra un punto, collocato in una perpendicolare, eretta 
sul suo piano in un punto 0 della sua altezza, e decomposta 
lungo questa perpendicolare. Si collochi per tale fine il si- 
stema, come mostra la figura 19, cioè prendendo 0 X paral- 
lelo alla base del triangolo, mentre 0 Y è parallelo alla sua 
altezza ; quindi il suo piano sarà parallelo al piano delle x y. 
Chiamando 2 b la base del triangolo, a la sua altezza, q la 
distanza della perpendicolare guidata dal punto 0 dalla base 
del triangolo, e prendendo finalmente i vertici nell’ ordine 
indicato nella figura sarà 
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x t — b x 2 = 0 x 3 = — b 

«/, = — q y 2 = a — q y 3 = — q 

e mediante la (50) si ottiene dopo fatto tutte le riduzioni 

L 6 by( a -q)*+h* 
v 0 *' . . ;i(ò' + «?) . + bh 

1 ^ (a - a) & K6* + 3* + h* 5 Vu i + u i + 

e questa formula vale per qualsiasi posizione del punto 0 
sull’ altezza del triangolo. 

Quando il triangolo diviene equilatero ed 0 il sub centro, 


a = b/3 q = y , 

e la precedente equazione si trasforma nella 

(58) . . Z = 2 n k — G k are tg ■ - 3 

1 ’ 6 Vi ò* -f 3 

2°. Abbiasi per secondo caso particolare quello del ret- 
tangolo fig. 11; le componenti dell' attrazione di questa figura 
lungo gli assi delle x e delle y già vennero determinate nel 
§.10, e si ritiengono qui tutte le denotazioni ivi introdotte. 
La formula (51) assegna per l’attrazione lungo l’asse delle z 
il seguente valore 


are tu 


h (q+c) 

Ìp-b)Vu>- 


are tg 


are tu 


h(p—b) 


(q—c) V[p — bf+(q — 


===== -(- are tg 


, b(q-c) 

^ (P~b) V(p-b)*ì(q-&)+y 
__ h <J)+b) 

(q-c)V{l>+b?+(q-cf+hi ■ 


i arc t/f are tu h[q+c) 

° oh -**) V(p+b> ! +(<i-cf+h’ ^ ( p +6) y(2,+br+(q+ c)>+v 

h (p+b) . , h {p — b) ~\ 

* (9+0 V(p+b) H-(9+c)*+W (q+c) V(p-b?+(q+c?+h*] 

Applicando la formula generale 

arc tg A + arc tg li = arc tg f 

ove tutti gli archi tangenti sono compresi fra 0 e —, quando 
A e li sono positivi e Al} < 1, si trova per la somma del 
primo e ultimo arco tangente del secondo membro della equa- 
zione precedente la espressione 

arc kr - y^P-bY^l+W+h? ^ n _ . (p-b) (q+c) 

y (P-b) (q+c) 2 ' ^ h V(p-b)*+ (g+f)t+ A* 

i Kklleh , Ricordi» sull’ uttruziono dulie montagne. 4 * 
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Trattando gli altri termini dell’ equazione in un modo 
simile, si ottiene 

(g+d) fg+c) , (p-b) (q-c) 



( 54 ) 


Z = k 


are tg - -- \ rr?jurn ^_ + arc t 

8 h V(p+b?Mq+c?+v T b h VTf-bfM'i-cf+K 1 


are tg -=- ^ C - - --- • 

° hV(p-b)*+(q+cy+h* 


are tg 


(l>+b) (q-c) 


hV(p+b)*+(q-c)*+h * J 
Quando si pone il rettangolo con due lati in contatto 
eoi piani delle xz e yz, si avrà p — 5 = 0 e q — c — 0, 
e facendo poi ancora i due lati p -f- b e q + c rispettiva- 
mente uguali amen, la precedente formula si trasforma 
nella 


(55) 


Z = le arc tg — 


h Ym * -j- «* -f- h* 
la quale si può anche scrivere così 

Z 7 m . n 

• K(m* + à*) («* + /**) 

e una simile trasformazione è anche applicabile alla (54). 

Qui la (55) fu dedotta come caso particolare della (54), 
però si può anche procedere in un modo inverso, dedu- 
cendo la (55) immediatamente dalla formula generale ed ap- 
plicando poi la medesima ripetutamente per sottrazione. 

Queste ultime equazioni sussistono del resto non solo 
nel caso rappresentato dalla figura, bensì per qualunque altro, 
supposto però sempre, che i lati del rettangolo siano paralleli 
agli assi delle x e y, e che h abbia un valore positivo. 

Trattandosi dell’ attrazione di un quadrato sopra un punto 
collocato nella perpendicolare innalzata sul suo piano nel 
centro del medesimo, e chiamando 2 m il suo lato, si avrà 
mediante la (55) la seguente formula 

(56) . . Z = ih arc tg — =. = 4 k arc sen — — — 

' 7 S 7» V2 m? + h* m* + h* 


3°. Si torni adesso di nuovo al caso generale della com- 
ponente dell’ attrazione, che esercita un poligono perpendico- 
larmente sul suo piano sopra un punto, e s’immagini, che 
questo punto si avvicini senza fine al piano, rimanendo 
sempre in una perpendicolare sul medesimo. Innanzi tutto 
si osservi, che finora fu supposto, che il punto attratto si 
trova alla parte positiva del piano delle xy , cioè si suppose h 
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positivo. Ora bene si vede, che per trovare la componente 
Z dell’ attrazione di un poligono, relativa ad un h negativo, 
non occorre altro, che di cangiare il segno della compo- 
nente Z corrispondente al medesimo h preso positivamente, 
mentre le due componenti X e Y sono indipendenti del 
segno di li. 

Supponendo, che la perpendicolare, in cui si avvicina il 
punto al piano intersechi il medesimo nell’ interno del poli- 
gono, pel quale caso ha luogo la (50); si vede, che tutti gli 
are tang spariscono, e l’equazione medesima si riduce a 
Z = 2 k jr; nell' istante, in cui ha luogo il passaggio del 
punto pel piano, si ha Z = 0, ed allontanandosi dopo il punto, 
si avrà Z = — 2 k n. Segue da ciò, che nel passaggio del 
punto pel piano, ha luogo un cangiamento brusco dell’ at- 
trazione espresso da 4 h sr, il quale non sussiste più, tra- 
versando il punto il piano del poligono, al di fuori del suo 
perimetro. Infatti, in quest' ultimo caso ha luogo la (51), 
supponendo nella medesima « = 0, e bene si vede, che avvi- 
cinandosi in essa il simbolo h a zero, anche il valore di Z 
si annulla. 

Il risultato ora ottenuto, si può' anche dedurre senza _ 
difficoltò, appoggiandosi a quanto fu riportato di sopra (§. 13), 
sull’ attrazione del circolo. Clausius giunge nella sua im- 
portantissima opera*) alle medesime conseguenze per un’ altra 
via, cioè mediante le proprietà del potenziale; sarà poi ap- 
pena necessario ricordare a questo proposito, che le dedu- 
zioni precedenti rimangono del tutto inalterate, quando il 
poligono si trasforma in una curva. Più importante però è 
di notare, che mentre si parla di sopra dal passaggio del 
punto attratto per il piano al di dentro, ovvero al di fuori 
del perimetro del poligono, ciò si deve intendere, che il pas- 
saggio medesimo abbia luogo in una distanza finita dal peri- 
metro stesso, condizione necessaria per la esistenza delle 
citate equazioni. 

4°. Volendo ora dare un’ applicazione della (56), la quale 
esprime l’attrazione di un quadrato del lato 2 ni sopra un 


*) Die Potentialfunction nnd (las Potential, eia Beitrag znr matite- 
matischen Physik. Leipzig, 1867. p. 62. 
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punto posto nella perpendicolare innalzata nel suo centro, si 
supponga, che la distanza del punto dal piano del quadrato 
uguaglia alla metà del suo lato. Si ha quindi m — li, e l’equa- 
zione medesima fornisce 

Z = 4 k . are tg ~ = — n . k 
" V3 3 

Collocando poi il punto attratto in contatto col centro 
del quadrato, l’attrazione diviene Z =*= 2 n li, e si può quindi 
concludere nel seguente modo: Le attrazioni di un quadrato 
sopra due punti, il primo dei quali si trova in contatto col 
centro del quadrato, e il secondo nella perpendicolare innal- 
zata in questo centro e distante dal suo piano per la metà 
del suo lato, si trovano nel rapporto di 3 : 1. 

§. 16 . 

Nel §. 2 fu esposto, che la determinazione dell’ attra- 
zione di un poliedro sopra un punto, si riduce alla determi- 
nazione delle attrazioni di tante piramidi sopra i loro vertici, 
quanto è il numero delle faccie del poliedro. Quanto spetta 
poi l’attrazione di una piramide sul suo vertice, si deve ri- 
flettere, che questa sta, come fu stabilito nel medesimo para- 
grafo, in una stretta relazione coll’ attrazione esercitata dalla 
sua base sul medesimo vertice, la quale relazione si può es- 
primere in questo modo: Denotando come finora li la gros- 
sezza infinitesima della base e h l’altezza della piramide, le 
due attrazioni, una della base, l’altra della piramide, stanno 
fra loro nel rapporto di le : h , e questa relazione è vera tanto 
per le attrazioni totali, quanto per le componenti in una 
qualsiasi direzione. Però tutto ciò suppone, che la piramide 
sia omogenea, e si prese inoltre la sua densità per unità. 

Da ciò segue, che tutte le formule stabilite antecedente- 
mente, esprimenti le componenti dell’ attrazione di un poli- 
gono sull’ origine lungo i tre assi, sono immediatamente 
applicabili per esprimere le componenti dell’ attrazione della 
rispettiva piramide, avente per base il poligono in proposito, 
e per vertice l’origine del sistema, e per tale fine non oc- 
corre altro, che cangiare nelle medesime formule le in h. 

Così trattandosi dell’ attrazione di un tetraedro regolare 
del lato 2 b sopra uno dei suoi vertici, si chiami li l’altezza 
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del medesimo e Z l’attrazione in proposito. Ora, siccome l’at- 
trazione della sua base sul medesimo vertice viene espressa 
dalla (53), cosi per trovare l’attrazione del tetraedro, conviene 
cangiare in questa formula le in h, e si avrà 

Z — (2 7t — 6 are tg 3 h 

\ 0 V 46 * + 3 h'J 

Ma nel tetraedro regolare si ha 7< 2 = ^ ò 2 ; iutroducendo 
questo valore di h e riducendo, si ottiene 

(57) . . . Z = (2 ti — 6 are tg j/2) . j/f . b 

Per secondo caso particolare si consideri l’attrazione di 
una piramide retta di base quadrata sul suo vertice, chia- 
mando 2 b il lato della base e h l’altezza della medesima. 
L’attrazione della base sul vertice si trova mediante la (56), 
cangiando ivi m in b] rimpiazzando poi ancora le per h , si 
ottiene- 

(58) . . . . Z — 4 h . are tg — 

v b hV¥¥+h * 

e questa formula assegna l’attrazione di una qualunque pi- 
ramide retta a base quadrata sul suo vertice. 

Supponendo ancora, che l’altezza sia metà del lato della 
base, si ha b = li, e l’equazione precedente si riduce a 

Z = 4 . are tg , . b = ì n b 

a Vi 3 

Immaginando ora una sfera, il di' cui diametro coincide 
colla perpendicolare abbassata dal vertice della piramide sulla 

sua base, questa avrà per raggio — -, e la sua attrazione so- 
pra un qualsiasi punto della sua superficie e quindi anche 
sul vertice della piramide viene espressa da Z = \ n .b. 
La coincidenza di questa attrazione con quella della piramide 
dà luogo al seguente teorema: Una piramide retta a base 
quadrata, di cui altezza uguaglia alla metà del lato della 
base, ed una sfera, che ha per diametro l’altezza della pira- 
mide, attraggono un punto materiale, posto nel vertice della 
piramide, con forze uguali. 

Quando si continua a considerare la piramide e la sfera, 
che ha per diametro l’altezza della piramide, ammettendo 
però, che il lato 2 b della base non uguaglia più al doppio 
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della altezza h, l'eguaglianza delle due attrazioni in propo- 
sito non sussiste più, e sarà l’attrazione della piramide mag- 
giore o minore di quella della sfera, secondo che h ^ b. 

§. 17 . 

Prendendo in considerazione, quanto fu esposto nella 
prima parte del precedente paragrafo circa la dipendenza fra 
l’attrazione della massa di un poliedro sopra un punto mate- 
riale e quelle corrispondenti alle sue faccie, e riflettendo al- 
tresì, che le formule, le quali esprimono le componenti dell’ 
attrazione di un qualsiasi poligono sopra un punto lungo tre 
assi , due dei quali sono paralleli al piano del poligono, men- 
tre il terzo asse sta perpendicolare sul medesimo, non con- 
tengono in virtù delle formule 6, 7, 50, 51, oltre le espressioni 
algebriche, altre funzioni che logaritmi naturali e funzioni 
ciclometriche, si deve concludere, che l’attrazione di un qual- 
siasi poliedro sopra un punto non può mai dipendere da 
altre funzioni, che di quelle ora indicate. 

Per trovare l’attrazione, che produce un prisma retto 
sopra un punto, suppongasi per più speditezza, che questo 
giaccia nel piano di una base A del prisma, e si collochi il 
piano delle xy in quest’ ultimo piano, e l’origine nel punto 
attratto. Il caso più generale poi, in cui il punto attratto 
non giace nel piano della base, si riporta immediatamente al 
precedente, riflettendo, che il prisma consiste allora nella dif- 
ferenza, ovvero nella somma di due prismi, che soddisfanno 
alla indicata condizione. Immaginando ora le piramidi in- 
trodotte di sopra, che hanno per vertice comune l’origine, 
nel quale si trova il punto attratto, e per basi le faccie del 
prisma, è chiaro, che la piramide, corrispondente alla base A, 
non esiste, ovvero la sua altezza è zero, perchè il vertice si 
‘trova nella sua base stessa; quindi non occorre di prendere 
in considerazione la base A, e il numero delle faccie da do- 
versi considerare si riduce a n -f- 1, essendo n il numero dei 
lati del poligono. Si chiamino adesso le coordinati dei vertici 
della base A , prese nell’ andamento positivo del perimetro, 
rispettivamente (x, y t ) (x? y 2 ) mentre . h denota l’altezza 
del prisma. Le componenti della forza parallele agli assi 
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coordinati esercitata sull' origine della piramide, che lia per 
base la base li del prisma, vengono assegnate immediata- 
mente dalle (6), (7), e (51) ovvero (52), rimpiazzando nei 
secondi membri delle medesime h per h. 

Venendo alle piramidi corrispondenti alle faccie laterali 
del prisma, debbonsi distinguere due casi, secondocchc il punto 
attratto si trova nell’ interno della base A , ovvero al di fuori 
di essa; nel primo caso tutte le piramidi sono da prendere 
attrattive, mentre nel secondo sono ripulsive quelle, che si 
trovano completamente al di fuori del prisma, come venne 
esposto nel §. 2. Per ciascuna di queste piramidi conviene 
determinare le componenti lungo gli assi delle x, y e z. 
Considerando ora una qualsiasi di esse, a modo di esempio 
quella corrispondente alla faccia laterale, che interseca il 
piano delle xy nel lato (x, y,) (x 3 y 2 ) , si denotino le rispettive 
componenti con X, Y, Z, e si collochi di più un nuovo si- 
stema ortogonale delle x' y z in guisa, di aver l’origine co- 
mune col primo, e che l’asse delle z' stia perpendicolare sulla 
retta (a;, y,) (x 3 y 2 ) , mentre l’asse delle x’ è parallelo alla 
retta medesima; si denotino finalmente le componenti dell’ 
attrazione della piramide in proposito lungo questi tre assi 
con X', Y\ Z. L’altezza della piramide viene secondo §. 6 

espressa da x \- t ~- x * — -, e per determinare le tre 

PC*. -*,)«+ (y, - y^’ 

forze X', Y‘, Z’, si deve riflettere, che la base della pira- 
mide è nel caso presente un rettangolo, i di cui lati sono 
paralleli agli assi delle x e y'; le componenti X' e Y' si 
ottengono quindi mediante la (30) e (31), introducendo nelle 
medesime le opportune sostituzioni, e rimpiazzando, come fa 
d’uopo, la grossezza infinitesima k del rettangolo per l’al- 
tezza della piramide, di cui valore fu assegnato di sopra. 
Nelle citate formule rappresentano 2 b e 2 c i lati del ret- 
tangolo paralleli rispettivamente agli assi delle x e delle y; 
il secondo di questi lati uguaglia nel caso attuale a h, cioè 
all’ altezza del dato prisma, e il primo viene espresso da 
j/(x, — x.,)' 1 -(- (y, — y.,)'. Quanto spetta poi ai valori di p e q 
contenuti nelle formule medesime, apparisce chiaro, che q non 

è altro, che — , mentre p si esprime con facilità mediante le 
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formule del §. 6 , trovando, che questa quantità uguaglia 
I . ;/<* 4- — (y t * + 5 ^ , 

Introducendo pertanto questi valori nelle (30) e (31), si 
trovano senza altro i valori delle forze X' e Y'; circa la com- 
ponente Z' è da osservare, che questa viene assegnata dalia 
(54), introducendo in essa i valori di b , c, j>, q, h ora indi- 
cati, e rimpiazzando, come fa d’uopo, la grossezza infinitesima 
k del rettangolo per l’altezza della piramide, come venne già 
praticato in occasione delle componenti X’ } Y'. Siccome poi 
nel caso presente si ha q — c = 0 , così è chiaro, che il se- 
condo membro dell' equazione si riduce a due soli termini. 

Trattando ciascuna delle piramidi, in numero di w, cor- 
rispondenti alle faccie laterali del prisma, similmente, come 
fu ora praticato per quella, che si riferisce al lato (at, j/ t ) 
(x 2 y.,) , si ottengono in tutto 3 n componenti, ed aggiungendo 
ancora le tre componenti della piramide relativa alla base B 
del prisma, si avrà 3 (n -f- 1) forze ; quando poi si applica a 
queste i principii ordinari della composizione delle forze, si 
giungerà ad esprimere le tre componenti dell’ attrazione del 
prisma sull’ origine lungo i tre assi delle x, y e e. 

Per tale fine altro non occorre, che di decomporre le 
indicate forze lungo gli assi x, y, e s, sommando poscia le 
singole componenti, presa ciascuna col corrispondente segno 
algebrico. Siccome poi l’asse delle y' risulta per ciascuna 
faccia laterale parallelo al primitivo asse delle z, così è 
chiaro, che per ottenere la forza Z, basterà prendere la somma 
ovvero la differenza di tutte le componenti Y'. 

Dopo aver esposto il modo generale, nel quale si deter- 
mina l’attrazione di un qualsiasi prisma retto sopra un punto 
posto ovunque, si consideri come caso particolare un paral- 
lelepipedo rettangolaro, che attrae un punto collocato in un suo 
vertice. Si ponga per tale fine l’origine del sistema in questo 
vertice, facendo i tre spigoli coincidere colle parti positive 
degli assi coordinati, e si chiami A, B e- C le tre faccie del 
parallelepipedo opposte rispettivamente ai piani delle xy, xz e 
yz. Il numero delle piramidi da doversi prendere in consi- 
derazione si riduce in questo caso a tre, e queste hanno 
per basi appunto le tre faccie A, B, C; denotando le coor- 
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dinate del vertice del parallelepipedo opposto all’ origine con 
x, y e z, le altezze delle tre piramidi in proposito sono ri- 
spettivamente z, y e x. 

x Si chiami adesso X la componente dell’ attrazione del 
parallelepipedo lungo l’asse delle x, e X,, X 2 , X ; , le compo- 
nenti delle attrazioni delle tre piramidi aventi per base ri- 
spettivamente le faccie A, B, C, stimate aneli’ esse lungo 
l’asse delle x. Posto ciò, è chiaro, che si deve avere 

x=x x + x 2 + x 3 


Venendo a determinare la forza X,, si rifletta, che questa 
si trova mediante la (30) rimpiazzando in questa equazione, 
come sempre, la grossezza k del rettangolo, a cui appartiene, 
per l’altezza z della rispettiva piramide, e fatto ciò, si deb- 
bono introdurre le seguenti sostituzioni p -f- b = x, p — b — 0, 
q -f- c = y, q — c = 0, h — z. Pertanto sarà 

x, = ^ log 

' e (y + K®* + »* + «‘)* 

La forza X 2 , cioè quella corrispondente alla faccia del 
parallelepipedo opposta al piano delle x z si troverà eviden- 
temente cangiando nel secondo membro di questa formula 
mutuamente y in z, lo che fornisce la seguente equazione 

X, ,J i„ g (ctHWS 

Quanto spetta finalmente alla forza X 3 , corrispondente 
alla piramide, che ha per base la faccia del parallelepipedo 
opposta al piano delle y z, è chiaro, che questa dipende dalla 
(55), rimpiazzando ivi la grossezza infinitesima k per x, e can- 
giando m, », h rispettivamente in y , z, x, lo che fornisce il 
seguente valore di X 3 


X, 


, V z 

x are tg ■ „ _ _ 

x Vx* -j- j/ 1 + e % 


Quando si fa la somma delle tre forze ora trovate, si 
ottiene l’attrazione del parallelepipedo lungo l’asse delle x, e 
si trova per questa attrazione la seguente formula 

z«*iog (y+riB^r^+I* 

° (y + V&+ '& + *)* 


(59) 


+ y log 


( s + Yf + *) VaS+y* 
(z + Vx' + y* + A) y 


-f- x are tg , , , - -- 

x Yx * + »/' + «* 
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e sarà utile ricordare, che le componenti dell’ attrazione lungo 
gli altri due assi si trovano mediante questa medesima formula 
con una semplice permuta dei simboli x, y, z. 

§• 18. 

Mediante la precedente formula si deduce assai facilmente 
l’attrazione di un parallelepipedo rettangolare sopra un punto 
collocato ovunque al di fuori o al di dentro di esso, però 
basterà di considerare qui il solo caso del punto esterno. 
Suppongasi per tale fine un sistema ortogonale posto in modo, 
che il suo origine coincida col punto attratto, mentre i tre 
assi sono paralleli agli spigoli del parallelepipedo, e per fissare 
l'idea, si -ammetta, che niuno dei piani coordinati venga ad 
intersecare il medesimo, l’osto ciò è chiaro, che le direzioni 
positive degli assi si possono scegliere talmente, che tutte le 
coordinate dei vertici assumono valori positivi. Si denoti con 
x' e x r le distanze delle faccie parallele al piano delle yz 
da quest’ ultimo piano, mentre y', y'\ e’, z" hanno un signi- 
ficato analogo riguardo le altre faccie, supponendo nel mede- 
simo tempo x" < x', y" < y', s" < s'. 

Se s’immagina le tre faccie corrispondenti ai simboli x\ 
y', z' prolungate fino ad incontrare i piani coordinati , si 
forma un nuovo parallelepipedo, e si ottiene la componente 
della sua attrazione sull’ origine lungo l’asse delle x, cangiando 
nella (59) <c, y, z rispettivamente in x', y', z'. Per più 
speditezza si denoti il secondo membro di questa equazione, 
il quale non contiene altre quantità fuorché x, y, z, con 
F (x, y, z), quindi sarà la componente dell’ attrazione in propo- 
sito espressa da F(x, y, z'). Togliendo da questo parallelepipedo 
la parte compresa fra il piano delle y z e il piano corrispon- 
dente all’ ascissa x", l’attrazione del rimanente avrà per es- 
pressione 

y'. »') ", v'. *') 

e ripetendo l’operazione ora eseguita riguardo l’asse delle x, 
anche per gli assi delle y e delle z si trova dopo facile cal- 
colo la componente X del dato parallelepipedo sull’ origine 
lungo l’asse delle x in questa forma 



X — F {x, y\ »’) F (x\ y, *") F {Z, y", t) F (*r, y', *') 
+ F {*', y", »’•) + F(x", y, *'•) + F (x", y", *') — y". *") 
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Sarà imitilo ricordare, die questa formula si avrebbe 
anche potuto trovare col metodo generale, esposto nel para- 
grafo precedente, 'senza ricorrere al caso del parallelepipedo, 
che attrae un suo vertice. 

Introducendo nell’ ultima equazione per i simboli 1\ > 
mediante la (59) i loro valori, si possono eseguire varie ri- 
duzioni. Nell’ effettuare queste sostituzioni per evitare for- 
mule troppo complesse, ci limitiamo al caso di z" — - 0, il 
(piale trova una utile applicazione nella teorica delle attrazioni 
locali. Chi poi trovasse questo caso troppo particolare, può 
tornare subito al caso generale, cangiando nel risultato ottenuto 
z' in z'\ e facendo la sottrazione delle due espressioni di X. 

Pertanto si avrà dopo fatto lo riduzioni necessarie 


X 


e lo „ (v + Vx* + (l j’+Vx’ ' + y f * + z 8 )_ 

° (y + V*' + y 2 + *) \v'+ Vi"* + y"* + z*) 


( 61 ) 


+ y' log 
— y" log 


x ^arc tg 

— x" ( are tg 


(* + Vx" 2 + >/* + z 8 ) Vx'*+_y’* 
i* + Vx* + y’* + *) Vx"* + y ' 1 
(z + Vx' r *+~y"* -f z») Vx* + y'' 8 
( z +Vx-* + y"* + *) Vx'* 4- y"* 

V z J. V " Z 

ove fez •' 


X Yx* + 1 J* + z 8 

y' * 


are tg — „ — _ 

°x y x '% + y "t + 


>) 


■arctg .. ? / g „ 'ì 

h x J / x 7, + ? / 8 +zV 


ed applicando la formula are tg d — are tg lì = are tg y~+~AB 

nei, due ultimi termini del secondo membro, questi si trasfor- 
mano, come segue 


x’ are 


. z x \y Vx* + y" i + *_ - y" Vx* +y~*~+> l 

® X 2 Px' 2 4-T/" r 4-^*. Px' 8 + t/”* + z* + y y" z* 


— x!' are tg 


Z :c" \ y Vx"* + t/"* -f z 8 — y" Kx" 8 + y' 2 + z 8 
aT* Vx"* + y * + z*. Lx " 8 + y " 8 + z 8 + y’ y” z* 


Qui dappertutto si sopprese l’indice del simbolo z come 
inutile. 

La (61) esprime l’attrazione di un parallelepipedo rettan- 
golare sopra un punto posto nel piano di una faccia e de- 
composta lungo un lato della faccia stessa. Quest’ ultima si 
chiamerà qui a preferenza delle altre faccio la base del pa- 
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rallelepipedo, e lo spigolo perpendicolare sulla medesima, l’al- 
tezza di esso. 

Come caso particolare si consideri un parallelepipedo di 
un’ altezza piccolissima. In tale caso si avvicina il simbolo z 
a zero; introducendo questa condizione nella formula, svi- 
luppando il secondo membro in una serie secondo le potenze 
ascendenti di z , e conservando la sola prima potenza, si ottiene 

X — e W (y + Vx " -f y'*) ( y" + V** + y"*) 

” {y + VS* + y'*) {y" + Vx"* ¥ ?/"*) 
e questa formula non rappresenta altro che l’attrazione di un 
rettangolo materiale dell’ altezza z, collocato nel piano delle 
xy. Infatti, rimpiazzando nella (30), che esprime l'attrazione 
del rettangolo lungo un suo lato, le per z, e facendo le altre 
sostituzioni, che occorrono, l’equazione medesima coincide colla 
presente. Del resto si vede, che l’attrazione, corrispondente 
all’ altezza z finita, è sempre compresa fra i due limiti 

« lo, r (y + Vx i +7*) (?/" + Vtfi +y"*) 

* n (y+ V^ + 7*) (?/' + VFW) 

„ « w (y + Vi" i + v * + *) ( y"+ Va’* 4- y"* Tg) 

° iy + Vi* + v ‘ + *) (?/'+ r 2 + y ' 1 + *•) 
perchè la prima espressione assegna in virtù della (30) l’attra- 
zione del parallelepipedo nel caso ipotetico, in cui tutta la 
sua massa fosse raccolta nella sua base inferiore, ed ivi uni- 
formemente distribuita, mentre la seconda si riferisce al caso, 
ove una simile concentrazione della massa si avesse effettuata 
nella base superiore. La prima espressione dà evidentemente 
un valore troppo grande e la seconda un valore troppo pic- 
colo. 

Volendo trattare un secondo caso particolare della (61), 
si supponga, che il parallelepipedo si estende nel senso delle z 
nell’ infinito in ambe due le direzioni, ed apparisce ad evidenza, 
che si troverà l’attrazione rispettiva, facendo z — oc, e raddop- 
piando il risultato cosi ottenuto: Eseguendo pertanto questa 

sostituzione nel primo dei cinque termini, che compongono 
il secondo membro dell' equazione, si vede, che questo assume 
la forma 0 . oo, mentre l’insieme dei quattro termini seguenti 
si riduce a 
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y lof 


ì V* + vi 2 
Vx“*+ y* 


- y" i°g 


Vx* 4- y"* 

Vx^+V ' 2 


-{- x are tg 


«’ (y* — y") 
** + y’y" 


— ® 




are tg 


*" (y - y") 
« * + v y" 


Per determinare poi il vero valore dell’ indicato primo 
termine, che assume la forma 0 . <x>, si dia al medesimo 
prima la forma seguente 


z loji 


( , r+/ 1 + g y)(^ + V 1 + z?- :) 
('■ +/'+ sn J i *)(f +/l+*^ 


ed adesso si sviluppa con facilità secondo le potenze di \ • 
Andando in questo sviluppo fino alla prima potenza di questa 
quantità, i logaritmi debbonsi sviluppare fino alla seconda. 
Così si avrà 


-i + i -P~ - t (f + ! £}£)' 


-UiV + 


Sviluppando in simile guisa gli altri tre logaritmi e ri- 
ducendo, si vede immediatamente, che nella serie, che rappre- 
senta il valore di A, non si annulla soltanto il primo termine, 

bensì anche il secondo, cioè quello, che ha * per fattore, quin- 
di si avrà nel caso presente A = 0. 


Dall’ insieme delle cose esposte si vedrà, che il cercato 
valore di X sarà espresso dalla seguente equazione 


X = 


.. , *'* + y '* 

-?/ log g-t 11 ” 


+ y" 2 


4* 2 x’ are tg 


Facendo (pii y" — 0, vale a dire supponendo aucora, che 
il parallelepipedo si appoggi sul piano delle xe, l'equazione 
precedente si trasforma nella seguente 




■ x * + i/ 1 

*°g x'^Ay 2 


-j- 2 x' are tg K — 2 x" are tg 
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Il Professore Sckweizer, in una dottissima sua memoria 
intorno le attrazioni locali nei dintorni di Mosca, sviluppa 
questa formula direttamente, cioè supponendo egli dal prin- 
cipio la lunghezza del parallelepipedo infinitamente grande, 
lo che rende l’analisi più semplice *). Non sembrava quindi 
inutile di far vedere, come la sua formula discende per co- 
rollario dalla formula generale (61), sviluppata di sopra, la 
quale è indipendente dell’ ipotesi, se la lunghezza del parallel- 
epipedo è infinita o no. 

§• 19. 

Problemn. 


Abbiasi un cubo del lato a, e un punto materiale, situato 
successivamente nelle tre seguenti posizioni: 1°. in un vertice, 
2°. nel punto di mezzo di uno spigolo, 3°. nel centro di una 
faccia. Si domandano le attrazioni del cubo esercitate sopra 
il punto -in queste tre posizioni. 

Soluzione: Caso primo. Si troverà la componente dell’ 
attrazione sopra un vertice lungo uno spigolo, facendo nella 
(59) x = y = z = a; denotando questa forza con X, si avrà 

X = a [2 log -j-arctg -^-1 = a \'2 log + ?-] 

L 1 + Vs 8 K3j L 0 l-f 13 ' ® J 

Le componenti dell’ attrazione lungo gli altri due spi- 
goli hanno per causa della perfetta simmetria i medesimi 
valori, quindi sarà l’attrazione totale R, esercitata dal cubo 
sopra un suo vertice, espressa da 

(62) # = X j/3 = a j/3 ^2 log + f ] = 1,679030 . a 


Caso secondo. Per determinare la forza, con cui attrae 
il cubo il punto di mezzo di uno spigolo, guidasi per questo 
punto un piano perpendicolare sullo spigolo medesimo, il 
quale divide il cubo in due parallelepipedi rettangolari, del 
tutto uguali fra loro. L’asse delle x si collochi nella inter- 
sezione di questo piano con una faccia del cubo, mentre 
l’asse delle z coincide collo spigolo, su cui sta il punto attratto. 


*) Bulletin de la Société impériale dex natnralistes a Moseou, an 
1862, voi. 35. 
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La componente X dell’ attrazione del cubo sarà il doppio 
del secondo membro della (59), facendo in questa equazione 

x = a, y = a, z — — , quindi sarà 

X= a J^log +2 log +2 are tg -> J = 1,551694 . a 

La componente hmgo l’asse delle y ha il medesimo va- 
lore, e quella lungo l'asse delle z si annulla, donde si avrà 
l’attrazione totale denotandola con R v 

(63) | R ' = X /^«/2[log _|_21og X ±£ + 2arctg|] 

l = 2,194426 . a 

Caso terzo. Si collochi l’origine del sistema nel punto 
attratto, il quale coincide in questo caso col centro di una 
faccia, dirigendo l’asse delle x verso il centro del cubo, mentre 
gli assi delle y e delle z sono paralleli ai lati della faccia in 
proposito. Egli è chiaro, che i piani coordinati dividono il 
cubo in quattro parallelepipedi rettangolari, del tutto uguali 
fra loro , e che l’attrazione risultante del cubo avrà luogo nel 
senso delle x. Si troverà tale attrazione, facendo nella (59) 

x — a, y = e z = * -, moltiplicando alla fine il secondo 
membro con 4. Pertanto sarà 

(64) X=4rtj^log are tg = 2,5968960 . a 

Trovato le tre proposte attrazioni del cubo, s’immagini 
la sua massa raccolta nel centro del medesimo, e si denoti 
rispettivamente con lì', li' { e li' 2 queste attrazioni ipotetiche 
sopra i medesimi tre punti. 

La distanza del punto attratto dal centro del cubo ugua- 
glia nel primo caso alla metà della sua diagonale solida, 

* va 

vale a dire a — a; nel secondo caso sarà questa distanza 

espressa da y a e nel terzo da ~ . Le tre forze in propo- 
sito diverranno quindi 
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Chiamando, come fu stabilito anteriormente, fi il rapporto 
fra la vera attrazione e quella ipotetica riportata al centro 
di gravità, si ha per i tre casi in proposito rispettivamente 

P = * = 1,259272 p = A = 1,097213 fi== **, = 0,649224 

si vede quindi, che l’attrazione vera è nel primo e secondo 
caso più grande, che la ipotetica, mentre nel terzo caso ha 
luogo il contrario. 

Considerando una sfera del raggio r di volume uguale a 

8 / ^ 

quello del cubo, si avrà r = a y ^ , e questa sfera esercita so- 
pra un punto della sua superficie l’attrazione 

X — ^ n r = . a = 2,598518 . a. 

Un confronto di questa attrazione con quella li 2 ~ 2,596896 a, 
esercitata da un cubo di ugual volume e densità sopra un 
punto collocato nel centro di una faccia, fa veliere, che. fra 
le due attrazioni esiste una differenza assai piccola. 

Gauss ha dimostrato *), che l'attrazione massima, esercitata 
da una massa di data densità sopra un punto, collocato in 
ini qualsiasi modo, stia a quella, con cui attrae una sfera di 
uguale volume e densità un punto della sua superfìcie, come 
3 : | 25. Ora è chiaro, che essendo Q il volume di una massa, 
e prendendo la sua densità per unità, la sfera di uguale vo- 
lume e densità attrarrli un punto della sua superfìcie colla forza 

Da ciò segue, che la massima attrazione, che può pro- 
durre la massa Q, supponendo sempre la densità == 1, sarà 

X = Q - 2,666042 y<è 


'*) Cdmmentatioues recontiores Societatis Gottingensis, 1828 — 32. 
VII. pag. 39. 
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Applicando questa formula al cubo considerato di sopra, 
si ha y Q = a\ l’attrazione massima, che potrebbe produrre 
la massa di questo cubo, dando alla medesima la forma oppor- 
tuna, sarà quindi X = 2,666042.0, e la differenza, che passa 
fra questa forza e quella, con cui il cubo medesimo attrae il 
centro di una delle sue faccie, sarà espressa da 

X — J? 2 = 2,666042.o — 2, 596896.o = 0, 069146.O 
Da ciò emerge, che, quantunque la forma del cubo sia 
ben differente da quella del corpo di massima attrazione di 
uguale massa e volume, non di meno l'attrazione del cubo 
sul centro di una faccia è soltanto di poco inferiore a quella 
attrazione, che potrebbe esercitare la sua massa, quando esso 
•fosse trasformato nel corpo di massima attrazione. Il rap- 
porto della differenza medesima all’ attrazione in proposito 
del cubo è di circa 69 : 2596. 

Riassunto dei valori numerici ottenuti in questo para- 
grafo relativamente all’ attrazione del cubo: 

Gaso 1° . . li = l,679030.n ... R' = l,333333.a . . . . fi = 1,259 
2°. ; JR, =2,194426.» . .. R, 1 = 2,000000.» .... p, 1,097 
3° . . R. ì = 2, 596896. « ... iV=4,000000.« .... p, = 0,649 
Attrazione della sfera di uguaj volume e densità sopra 
un punto della sua superficie = 2,59851 8. a. 

Attrazione massima, che può produrre la massa del cubo, 
supponendo invariata la sua densità, = 2,666042 .-a. 

§. 20 . 

Problema. Il prisma retto ABCC 1 B i A i (fig. 20), la di 
cui base ABC è un triangolo rettangolare coll’ angolo retto 
in B, attrae il punto 0, posto nel prolungamento del cateto 
AB\ si domandano le due componenti di questa attrazione, 
una lungo il cateto AB, l’altra perpendicolare sulla base del 
prisma. 

- Soluzione. Si collochi il sistema coordinato col suo ori- 
gine nel punto attratto 0, l’asse delle x nella retta OB, e 
l'asse delle z perpendicolare sulla base del prisma. Essendo 
il numero delle faccie uguale a cinque, altrettanto dovrebbe 
essere il numero delle piramidi introdotte nel §. 2, che hanno 
il loro comune vertice nel punto attratto, e le quali servono 

Kellbr, Ricerche sull’ attrazione delle montagne. \ 
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per formare l’attrazione di un qualunque poliedro. (Tali piramidi 
per più brevità si potrebbero chiamare : Piramidi di attrazione.) 
Ma nel caso attuale due di queste cinque piramidi, cioè 
quelle, che hanno per basi, una il triangolo ABC, l’altra il 
rettangolo ABB l A\ non esistono, ovvero le loro altezze si an- 
nullano, atteso che i piani di queste due figure passano pel 
punto attratto 0; quindi la considerazione di queste due faccie 
non ha luogo. Si denoti inoltre per più brevità la piramide 
di attrazione, avente per base la faccia BCC'B', con M, l’altra, 
che ha per base il triangolo A'IPC 1 con N, e finalmente 
quella, avente la base ACC'A' con P, di più si faccia Ali = a, 
BG — c, BB' = b, OA — g. Quanto spetta finalmente alle 
componenti delle attrazioni, esercitate dalle tre indicate pira- 
midi sul punto 0, si denotino con X, e X, le componenti, appar- 
tenenti alla piramide M lungo gli assi delle x e delle s\ con 
X., e Z., quelle relativamente alla piramide N, e con X : , e X, 
le componenti provenienti dalla piramide P, sempre lungo gli 
assi delle x e delle e. 

Siccome poi le basi delle piramidi M e N sono. parallele 
ai piani coordinati (cioè nella prima la base BCC'B 1 è paral- 
lela al piano delle ys, e la base A t B ì C i della piramide N è 
parallela al piano delle xy), così le forze X,, X,, X.,, Z., si 
possono trovare immediatamente per mezzo delle formule 
stabilite per i poligoni, senza che occorra una nuova decom- 
posizione di queste forze. Venendo ora in primo luogo a 
considerare le componenti della piramide M, si osservi, che 
la sua altezza viene espressa da ( a -(- y), e riflettendo di più, 
che la sua base è un rettangolo dei lati b e e, si trova la 
forza X, mediante la (55), rimpiazzando prima l’ertezza h 
del rettangolo, sul quale si riferisce questa formula per l’altezza 
(a -f- g) della piramide, e sostituendo poscia per m, nubi 
simboli b, c e (a -f- g). Fatto ciò si trova 

X. = (a g) are te ** c — 

(« + 9) Vb* + c‘ + (« + g)' 

La componente X, si trova similmente mediante la (30), 
e sarà 



(c+1 


+ (<« + gì 


X. — la + „) log f f - t i«. -r ;/r) V& + (« + '/)’ 
* (« + 9) (« + Vb' + e* + (a + gr) 


I 
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Passando a considerare la piramide N, che ha per base 
il triangolo rettangolo A'B'C', si rifletta innanzi tutto, che la 
sua altezza sia — b, adunque, per passare dall attrazione 
delia base di questa piramide a quella della piramide stessa, 
conviene rimpiazzare k per b nelle relative formule dell’ attra- 
zione della base. Quanto spetta alla componente X.,, è chiaro, 
che questa depende dalla (G), e si avrà nel caso presente wt=3, 
mentre si debbono introdurre i seguenti valori li = b, x t — g, 
y i = 0, x., = a y, y n = 0, x 3 = a -f- y, y 3 =c. Fatte queste 
sostituzioni, si ottiene senza difficoltà 

X „ he ' io.. ,v + " + 9) + V«* + * V^ + gf + '» + # 

2 F«* + c* n ag + Và* + t? Vy* -f- 6* 

_6. io g — 

° - c 4- ho + 9 )' + 6* + C* 


La componente Z. it con cui agisce la piramide N sul- 
l'origine lungo l’asse delle s, si ottiene, introducendo queste 
medesime sostituzioni nella (51), lo che fornisce la seguente 
formula 


Z, = b [. 


, b (a (a + a) -f- c*) 

are te — : -- 

f/c V(a + </)* + b‘ -f c* 


— are far 


b c 


(« 4- 0 ) Vbi + </)* + ì* + «* 


— are tur 


a b 

l V + 


J 


Venendo adesso alla piramide V, cioè a quella, che ha 
per base il rettangolo AA’CC, si deve primieramente riflettere, 
che le sue azioni sul punto 0 debbonsi , secondo quanto fu 
esposto nel §. 2, considerare come negative, atteso che questa 
piramide si trova completamente al di fuori del corpo, dal 
quale si cerca l’attrazione. Ili secondo luogo poi si vede, 
che la sua base non è parallela ad alcun piano coordinato; 
le due componenti X.„ Z 3 , con cui attrae essa l’origine lungo 
gli assi delle x e delle e, non si possono quindi trovare me- 
diante le formule generali, stabilite antecedentemente sul 
poligono. Si supponga perciò un altro sistema ortogonale, 
indicando le relative coordinate con ad, y\ r'; questo sistema 
si collochi in tale modo di avere la sua origine nel punto 0, 
mentre l'asse dello z l coincide coll’ asse delle s, finalmente 
lasse delle ad si supponga perpendicolare sul piano ACC'A'. 
Premesso ciò si chiamino le componenti della piramide in dis- 

5* 
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corso lungo gli assi delle x\ y\ 2 1 rispettivamente X 4 , Y i} Z v 
e siccome i due assi delle s coincidono fra loro, così è mani- 
festo, che si deve avere Z x = Z y 

Per più brevità facciasi ancora.4M=», AC— »t, VM=p, 
e si trova con un calcolo assai facile 


tn—y'a- + c 2 , n = 




Va* + c*’ 


e <) 


Essendo l’altezza della piramide P appunto l’intervallo 
OM — p, si vede, che, per trovare le componenti di questa 
piramide, devesi partire da quelle, esercitate dalla sua base 
ACCA’, rimpiazzando nelle rispettive formule l’ertezza infini- 
tesima k di questa base per l'altezza p = ^=== , della piramide 

in proposito. Dopo ciò si troverà, mediante una applicazione 
ripetuta della (35), assai facilmente la seguente formula 
v / , (w* -+- n) b . n b \ 

4 \ P V{a + «/)* + b* + c* pVg*+b*J 

ovvero 

(a’ + c’ + a«)6 , db \ 

gc V(a + g)* + 6* + c* 8 cVf+b*) 

Quanto spetta poi la forza. Z x , verrà in applicazione la 
(30), e si ottiene 

Z = n loir - " ± ” + Yl m + ”)* + P*) (« + Vn* + p* -f à’) 

4 (« + Vn* -f p 2 ) (m + n + V (ni + «)* + p*~4- b*) 

ovvero 



X 4 = xr 9 C - - fare tg 
4 Va* + C*\ 8 


y 9J_ 

Zi Va* 


X 


, {a*+c 2 +a g+ Vd*+^V(a+g )*+c*) (ag+Va 2 +c 2 Vg*+ V) 

° (ag+ Va*-\-c*.g) (a ! -f-c J -f ag-\- Va* + c* V(a+g} 2 -j-b 2 -\-c 2 ) 

Volendo finalmente formulare la componente Y t , devesi di 
nuovo ricorrere alla equazione (30), e si troverà senza alcuna 
difficoltà 

(b + Vb* + w« + p*) V(m + n ) 2 + p* 


Y> — V log 


Vn* + p* . (b -f- V{m -f- n)* + b* + p*) 


ossia 


Y x = 


^ log 


(6_ 4- Vb* + 9 '*) P( « + g)* + c« 
9 (b + V(a +»« + 6* + e*) 


Va* + <* 

Trovate le tre componenti X 4 , F, , Z v con cui attrae la 
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piramide P l’origiue lungo gli assi delle x\ ?/', e', assai facil- 
mente si deducono le componenti di questa piramide sul me- 
desimo punto lungo gli assi delle x, z, denotate di sopra con 
X 3 e Z. y Per tale fine non occorre altro, che decomporre le 
tre forze Z 4 lungo gli assi antichi delle x, y, z, som- 

mando alla fine le forze lungo il medesimo asse, e siccome 
gli assi delle z e z' sono fra loro paralleli, così questa decom- 
posizione delle forze viene molto semplificata. Denotando 
per un istante l’angolo CAB con a, si avrà, decomponendo 
lungo l’asse delle x 

X 3 == X t sen « -f- P 4 cos « • 


ma essendo sen a — 


Va' + 


, e cos «= , 

Va* + 


si avra 


[*<ré^ + Y m] 


ovvero, quando si sostituisce per X 4 e Y t i loro valori tro- 
vati di sopra, risulta 

•v OC r i 61* 4 - c* + ag) b * «6 

a «»+c*L gcF(fl+gr + V+* b cVf + P 

+ a log (t+;rep3 v r fr+ g±y| 

».(s + Hi+s)*+w + <?) i 

Avendo trovato le componenti delle tre piramidi M, N 
e P lungo gli assi delle x e z, si può immediatamente for- 
mare le componenti dell’ intero prisma, e si avrà le equazioni 

X = X, -f X 2 - X, Z = X, -f - X, 

Sostituendo qui per le X e Z accentuate i loro valori , si 
ottengono le 

X = (a -f- ij) are tg — „ - -5===^- - — - 

V n (« + 9) V(" + tff + V + c* 


( 65 ) 


. b r _< _ lo „ t± " (<< + 9) + V'.«_+tf f+ » + * 

' LPtf + c* h ag + Va v -k<*y<f + & 

_ Jog — ._. .A — \ c „ ctg ^±ù^M=, 

-c+PcS+^+M+^J o*+c«L * 0 cy{a+g)*+V+c> 

ab (6 + VW+lf) . V a + gf + cH 

— c are tg -== - + a log , a -J - 

h cV<f> + b* r B g^b + V^a + g* + & + <*) J 
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z= 


(«+</) log 


(H- , h r ;ir , t<r h faq+jjdb fi 

(n+r7) (c+K(«+'/) J +i' , +c*) L ° g<ìV ( <t +'/)H-ù-'-f-c* 


— are 




• _bc 

(« + o) + g? + s* + * 


ab 

are te — , . 



fife |o (a*+t a 4-«.v+^+c J tV+f/r’+c 2 ) («;/+ JV+c» K< 7*+^) 
K«*+t 2 ® («;/-|-/'V-fc' i .#) ('i 2 +c ! +'(y+ K«'+t- /V'+i/l'+^+c-'j 


Tuli sono le formule, che esprimono le componenti del- 
l’attrazione, che esercita il dato prisma triangolare sull’ ori- 
gine lungo gli assi delle x e *, e sarebbe stato facile ad 
estender? la precedente ricerca anche alla componente lungo 
l’asse delle y. Rimane qui ancora da osservare, che al se- 
condo termine del trinomio, costituente il secondo membro 
della (66), può ancora darsi una forma alquanto differente, 
applicando al primo e terzo arco taugente la formula are tg A 

— ~ — are tg | • Facendo questa sostituzione, il termine in 


proposito diverrà: 


j r * cy ^ + r* 

b are ty — - — - — 
° ab 


are tu 


b o 


(« + 9 ) y i« + 9? + + c* 


ari- f.r £ ? 1 ? + » i ‘ + ^+' c *' 


Quando nelle precedenti formule rappresenta c una quan- 
tità piccolissima, allora assumono le medesime forme assai 
più semplici. Infatti, prendendo in primo luogo in conside- 
razione la (65), si rileva di poter il suo secondo membro 
sviluppare in una serie secondo le potenze ascendenti di c, 
e il primo termine di questa serie sarà appunto il valore 
di X che si cerca. 


Pertanto il primo termine del trinomio, del quale viene 
formato questo secondo membro, si riduce per un c piccolis- 
simo a ed il secondo diviene 

y^ + gf + v 1 


L c l 0 g rf+l£ +«K( « + flf + .&* _ l lo<r ! 

« a g + a V g* + W ° 1 « 

yia + gf + b* 

= — loe a Ì 0 Ì * /(a + 9) ! _+J* _ bc 

a 8 g + Vf + &« y^ + gf+ft 
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Ji*\ ì*. 7 -- 


Quanto spetta finalmente al terzo termine in proposito, 
apparisce ad evidenza, che quella sua parte, la quale con- 
tiene gli are tg, sparisce, ed il rimanente dà 

__ SA loj» (fr + VP + <f) (« + g) 
a b o . (6 + V{u + 'gì* + 6*) 

Introducendo le modificazioni ora stabilite nella (65), 
questa equazione si trasforma nel seguente modo 

(<17) X — — ln<r n A0 + V'a+gf+b* 0 C | (1(l . (& + tV-f^) (a+g ) 

« ° g+Vf+w ' « V(*+KfS+iW) 

Volendo la condizione dell’ essere c infinitesimo ancora 
introdurre nella (66), si rifletta innanzi tutto, che per tale 
fine delle due forme, assegnate a questa equazione, la se- 
conda più facilmente si presta a questo sviluppo. Pertanto 
si avrà per un e piccolissimo 

(a + 9 ) log fr + y( a + 9t ±£> y<A±9? + » 

= (« + 9 ) (— |- + // 1 + - J ") , 

— (« + i/) l«g (p7 < r + £ , j2 +V + 1 + (o + gf + i*) 

Sviluppando in serie, e riflettendo sempre, che vi è sol- 
tanto questione della prima potenza di c, la precedente quan- 
tità si trasforma nel seguente modo 

I (a + Òf + b*) 

= c— ( g + gl c 

+ 9 ? + !* 

Venendo adesso al secondo termine del trinomio, che 
forma il secondo membro della (66), è manifesto, che questo 
si trasforma per un c piccolissimo in 

ytc Vg t + b* J> e _ 9 e Vi» +9? + ^ \ 

V ab {a + g)V(a + g)' + b* ab (a + g) ì 

Il terzo termine del trinomio in proposito diverrà 

9£ j Q(r (a 2 + a g + a {a + </)) (a g + a Vg* - f- fi*) 

« (ag + ag) (a* + (tg -f a Via + g? + Ifi) 


(« + 9) lo g (ì + ~ ( rt + 3) *°g (l + 


- gc lo 


(a + g) (g + Vf + !>n 


o (a + g + y\a + g f + **) 
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ed introducendo questi valori, si ottiene 

Z = C (« + ff) c . I ± J2 jLg— 

K(a”+s) ! +6* ^ « VJ ~ ■ (a + 9)K« + 9)‘ + V 

gc V(a + g) l +W gc j (a + g) (g + Vf~ -f b l ) 

a a + g a ° <7 (a + 3 + V(a + g? -f V) 

ovvero dopo facile riduzione 


( 

( 68 ) \ 


z=c + ±y g * + b*-± Via + g y + b> 

gc . (« + g) (g + V<f + w) 

“ 9 (“ + 9 + V( a + gi 1 + &*) 


La (67) e (68) esprimono adunque le componenti del- 
l’attrazione del prisma nel caso, in cui la dimensione c del me- 
desimo diviene piccolissima rispetto le altre dimensioni a, b, g. 


§• 21 . 

Problema. Una piramide retta a base quadrata attrae 
un punto situato nella retta, che congiunge il suo vertice 
col pimto di mezzo di un lato della base. Si domanda la 
componente dell’ attrazione lungo la retta, guidata dal punto 
attratto perpendicolarmente sull’ asse della piramide, vale a 
dire sulla linea, che congiunge il vertice col centro della 
base. 

Soluzione. Innanzi tutto è chiaro, che il piano, passante 
per l’asse e il punto attratto, divide la piramide in due altre, 
che sono simmetriche rispetto a questo piano, basterà quindi 
considerare l’attrazione di una di queste due piramidi com- 
ponenti, la quale raddoppiata darà l’attrazione proposta. Sia 
ABDCE (fig. 21) una di queste due piramidi componenti, 
mentre EF rappresenta l’asse della data piramide ed 0 il 
punto attratto; guidando per questo. punto un piano paral- 
lelo alla base, questo interseca in un rettangolo A' B I)' 0, 
nel quale il rapporto dei due lati è 1:2, come nel rettangolo 
AB D C, che forma parte della base. Pongasi il sistema 
coordinato in guisa, che l'asse delle x coincida con OD', e 
l’asse delle y colla 0 A'\ l’asse delle z diviene quindi paral- 
lelo all’ asse della piramide, e si ammette, che la sua dire- 
zione positiva va dalla base verso il vertice. 
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Avendo la piramide componente, di cui si cerca l’attra- 
zione, cinque faccio, altrettanto sarebbe il numero delle pira- 
midi di attrazione da dover prendersi in considerazione, onde 
poter applicare il teorema enunciato nel §. 2; ma siccome il 
punto attratto si trova nella intersezione di due di queste 
faccie, le rispettive due piramidi non hanno più luogo, simil- 
mente come è avvenuto anteriormente. 11 numero delle pi- 
ramidi di attrazione è quindi ridotto a tre, le quali saranno 
qui denominate M, N e P, avente M per base il rettangolo 
AB D C] la base della piramide JV è il triangolo E B D, 
finalmente possiede la piramide P la base A B E. Deno- 
tando con X, , X 2 , X 3 le componenti delle attrazioni eser- 
citate rispettivamente dalle tre piramidi M, N e P sul punto 
0 lungo l’asse 0 X, e con X la componente dell’ attrazione 
della proposta piramide AB li Q E lungo il medesimo asse, 
si avrà 

X ±= 2 (X, + X 2 + X a ) 

e la forza X è appunto quella richiesta dal teorema. Sia in- 
oltre l’asse o l’altezza della piramide E F — h, il lato della 
sua base, cioè A B, =2 a, quindi s'i ha B 1) = a, finalmente 
si denoti la distanza E E' del piano A' B' B' 0 , in cui giace 
il punto attratto, dal vertice E della piramide con h r 

Venendo adesso a determinare la forza X, , corrispondente 
alla piramide M, è manifesto, che questa possiede l’altezza 
0 G = h — h u e si troverà questa forza mediante la formula 
relativa alla base AB D C, rimpiazzando l’ertezza infinitesima 
h per h — h x . Siccome la base A B 1) C è un rettangolo, 
così viene in applicazione la (30) ; la distanza C G uguaglia 

a ^1 — riflettendo poi ancora, che C D = 2 a, A C = a, 

si trova senza altro 


X, — (li — 7i,) log 


(a+j/a*+<t*(l- h ^y+{h-h l ) t Yj/à'(l+ ^y+lh-ht)* 

J) +(à-à,)*.(«+/ 5/) + (* *,)*) 


= (h—h ) log (“*+KaW+(a a +^) (fc-Jk,)*) .Va’lh+h^+Wh-htf 
K ! 8 (h-hjVat+h* . (aJi+l'aVit+a^h+htf+htJi-htf) 

Nel passare alla determinazione della forza X 2 , la quale 
proviene dalla piramide N, che ha per base il triangolo 
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VE 


- rettangolo ET) E, si rifletta innanzi tutto, che per questa 
piramide occorre un nuovo sistema coordinato, delle x, y, e, 
il quale ha l’asse delle y' comune coll’ asse delle y, mentre 
l’asse delle z' si suppone perpendicolare sulla E !)• l'asse 
delle x' diviene quindi parallelo alla ET). Sia l'altezza 0 V 
della piramide per un istante = lì , e con facile calcolo si 

trova questa quantità ~ “ - , mentre per VE e VI) si 

y a 2 A 2 

verificano le seguenti equazioni 

A, ' h*- a* y J} = A («* + A 2 ) -f A, (a* __ h 2 ) 
h ' Va 2 + h 2 hVd*% li 2 

nelle quali si suppone, per fissare l'idea, li > a. 

Premesso ciò, si chiamino le componenti dell' attrazione, 
che subisce il punto 0 dalla piramide N, lungo gli assi 
delle x' e z', rispettivamente X' e Z’. Per valutare queste 
forze, deve riflettersi, che l’altezza della piramide sia espressa 

da II— quindi, per dedurre le indicate forze, con- 
fa 2 + h 2 ’ . 

viene di cangiare nelle rispettive attrazioni della base la 
grossezza infinitesima h di questa nella altezza H della pi- 
ramide. La forza X' dipende dalla (6), nella quale si avrà 
m = 3 , e di più sarà 


, '= - VI) x ^ EVmm 

1 hVa 2 +h 2 ’ 2 

?/,'=0 


*+A 2 

♦/■/= 0 
h(a 2 + h 2 )+ h,(a 2 — h 2 ) 
h / V-f A* 


Zi, h 2 — a* 
h f a 2 +h 2 ’ 


2/a 


mentre il simbolo h di questa formula si deve rimpiazzare per 
Eseguendo queste sostituzioni e riducendo, si trova 


2 a h, 


X' 


log 

V-2a 2 +h 2 ° ■ 


["log 

V+A* L 8 

-h{h 2 +~la 2 )- A,(a ! -A*) -f Vlat+h 2 . 


«A+ I V A-)-/-, * f li 1 li - A, - 
Va 2 {h-\- A,)* + A* (A - h,^ 
h,(h 2 ~u 2 )+h, V-ia 2 -fh 2 . Va 2 - fÀ» 


Per esprimere la Z\ si può valere della (52), la quale 
si riferisce ■ ad un triangolo isoscele. Eseguendo in questa 
formula le dovute sostituzioni, si otterrà 


' / • 


■W 

-T 
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-arci- — arct< r I'* («*-&*)] 

b JV+à* 1 °{h*^ t )Ya\h+h l )*+h\h-hó i +aW 


— are tir 

° (fo 


2«V»*/i, 1 

*) +ft, (a*- h-) ) Va 1 (/i-H»,} 2 + It* (h-h, ? + a ! 7i 2 J 


La componente dell’ attrazione, con cui agisce la pira- 
mide N sul punto 0 lungo l’asse 0 Y', non serve a conoscere, 
atteso che questa retta sta perpendicolare sulla 0 X-, quindi 
per trovare la componente X.,, colla quale attrae la piramide 
in proposito l’origine lungo l’asse delle x, altro non occorre, 
che decomporre X' e Z' lungo quest' asse, riunendo alla 
fine le due componenti in una. Chiamando per tale fine per 
un istante p l’angolo, compreso fra le due rette OX e OZ', 
si avrà per le indicate componenti le espressioni 

Z’ cos p e X' sen p 

e sarà X, — Z' cos p — X' sen p 


Ma 


cos P — 


OV 
OD ' 


quindi sen p = 

Va* -f 


a 

Va 1 + /i ? 


laonde X, = 


•v ^ ^ / 

Va- + h ! ~ } 4 lì 1 ' 


ove sono da introdursi i valori di X' e Z', trovati di sopra. 

Venendo adesso alla piramide P, cioè a quella, che ha 
per base il triangolo A B E, riflettiamo, che, essendo il piano 
di questo triangolo parallelo all' asse 0 X, la forza X 3 può 
trovarsi immediatamente. Infatti, collocando un nuovo si- 
stema coordinato talmente, che il suo asse' delle x coincida 
coll’ asse 0 X, mentre l’asse delle e , in figura rappresentata 
da 0 Z ", stia perpendicolare sul piano AB E] delle tre com- 
ponenti relative alla piramide P lungo gli assi di questo 
nuovo sistema la sola X", cioè quella lungo l’asse delle x, 
serve a conoscere. Guidiamo per maggior chiarezza della 
figura anche dal punto F' } vale a dire dal centro del qua- 
drato A' B' R' Q', una perpendicolare F' J sul piano A B E, 
e questa riesce uguale e parallela alla OS, cioè all’ altezza 
della piramide P. Ora, per essere i triangoli F' J E e 

jjv j- F K 

F K E fra loro simili, sarà ^ ^ -g , quindi facendo 
0 S — J F' — p, risulta » = , 7 - a .X- • Da ciò segue , che per 

Va*+ h* o > f 
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trasformate l’af trazione della base A E E sul punto 0 in 
quella della piramide P sul medesimo punto, basterà cangiare 
l’ertezza infinitesima h della base nell’ altezza « = —, ~ 

della piramide. 



Inoltre sarà E J — * .. , ed JK= e ciò 

JV+ft» Kó» + 7* 8 

fatto sarà facile di esprimere le coordinate del triangolo AlìE. 
Intendendo i vertici presi nell’ ordine E, A, B , sarà 

z, = _cG = -a (i-£) 


X, 


OF' = 

Vi = JE = 


h h, 


1/2 ~ — JK = — 


Va 1 + /i* 

= « (l + £’) 


a 8 -f fe 8 — h h, 

Vu* + h* 


y-i = — 


« 8 -P fc 8 — à /», 


Fa* + A* 

e quando si introducono questi valori nella (6) coll’ avvertenza, 
che il simbolo h di questa equazione corrisponda alla espressione 


ah, 


Va* + W 
riduzioni 


del presente caso, si ottiene dopo le opportune 
V [a 8 -f h* + Vi a’ + h?. Va’ + h'J 


y a h, [- 

3 ~~ VÌÓV+ h* 10g Ll-(2«*+à*)M-(« ! +à , )à,+ VtaV+h?. VaW+(a*+h>) (h -&,]*] 
[a 8 - A 8 + ^2 « 8 + h 8 • KoM-T»] 


:ìX 


X 


A- ài)*]] 


[ (2« 8 +7i 8 )M-(a 8 - Kjht+Via'+h* ■ KaW+a 8 (h+h, }*+ à* (ti- 
Dopo aver trovato le rispettive espressioni per X,, X 2 , X.„ 
non occorre più altro, per ottenere la proposta attrazione X, 
che introdurle nella equazione fondamentale data di sopra, 
cioè nella ^ = X, + X 2 -f- X 3 . Questa sostituzione fornisce 
la seguente formula 

X = (h _/ t| ) log (aA+y?W+f««+tf )(T- Ad 8 ). Va'( h+h,r+h*(h-K )* 
2 1 (h-h, Va*+h*-[ah+Vani ! +a*ih+h,) l -\-hHh- A,) 8 ] 


(69) 


+ 


2 a hh, 
~a*+h 


i, r 

,4*- 


, 2 h 

arctg,, 

0 Va'+h 2 


arctg 


2 hiia ■ 2 « 8 - 4 -/ t 8 )+;t|(q»- ;> 8 i) 


_ arc t ___ 2 a 8 ?> 8 J», _ 

arC 8 {hta 2 +h>ì-+h t (a* - V)) l / a 8 /i 8 +a 8 (à+à;) 8 +F(à 


(V - a 8 ))' a 8 / t 8 +a 8 ,7t+7»,) 8 +7 t 8 (7» -7», 8 

] 


2a 8 /i , 

à 8 -|-/c 


C 1(lir a7i+/ / a 8 à 8 +a 2 (/i-(-/i l ) 8 4-7t 8 (/»- A,)* _ « 

8 Ko 8 (H7', ^ 2« 8 +/i 8 


X 
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x 1q . M * ■.» +/«, Vt a' + lfi.Vtf +h* -| 

A(A*+2a*i-A,(a*_A lì )+ Via'+h*. VaW+a* {h+htf+h* — A,)*J 

, 1( t,r Vf g«+/t»+^+A» - Vrf+h* 1 ^ 

' K2oH^ s ° L[-^(^“ 1! +^)+*t(«*+'* t ;+^2«*+'‘*- PaW-K«*+W)(*-V] 

- f tt«— y4- Kga»+ft*- F A »+P] _ 1 

[/»(2a*+W) + V2a*+h*VaW~+a\h+h,?+»(h- A,) ! ]J 

Tale è la formula, che esprime l’attrazione della piramide 
AB It Q E lungo la direzione OX sopra il punto 0, collocato 
nella retta, che congiunge il vertice col punto di mezzo di 
un lato della base. Facendo nella medesima A, — 0, vale a 
dire, ponendo il punto attratto nel vertice della piramide, la 
forza X deve sparire per causa della perfetta simmetria della 
piramide intorno a questo punto. Infatti, il primo dei quattro 
termini, che costituiscono il secondo membro dell’ equazione, 
si riduce per A, = 0 a A log 1=0; il seguente termine 
sparisce per causa del fattore A,, ehe possiede, mentre l’altro 
fattore non assume un valore infinitamente grande; quanto 
spetta finalmente al terzo e quarto termine, è manifesto, che 
questi si riducono alla forma 0 . oo, ma un facile calcolo fa 
vedere, che questi valori indeterminati divengono aneli’ esso 
zero. Adunque è provato, che la (69) si riduce per 7i, = 0 
a zero, come dev’ essere. 

Ponendo il punto attratto nel punto di mezzo di un lato 
della base della piramide, si ha 7q = li, e la formula molto 
si semplifica. Infatti, introducendo questa condizione nella 
(69), il primo termine del quadrinomio, che costituisce il se- 
condo membro di questa equazione, si riduce a — (A — A,) X 
X log (li — A,), cioè a zero. Questo risultato è pure evidente da 
se, atteso che il termine in proposito rappresenta l’attrazione, 
proveniente dalla piramide M, cioè di quella, che ha per 
base la base ABBQ della piramide proposta; ora riflettendo, 
che nel caso attuale il punto attratto 0 va cadere in questa 
stessa base, cioè nel punto C, bene si vede, che la piramide 
M non esiste più, quindi anche la rispettiva attrazione deve 
sparire. Introducendo la condizione A = A, nel resto del se- 
condo membro della (69), si ottiene senza difficoltà 
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are tjf 


Va ! +h‘ 


fio?» , il 1 

;tg — arerò- 

° (/»»-«*/& a] r> J 


a , v h l -<»’+/ ■ 
Vlt^+l; 1 °" — 3a*+F2a*+^ “ ^6 . 


, 0?1 J fr («*+ 7P-f / '-Jo'+Zt'. / V -t-/è)(« 2 - 7» g + p2«H-/i* . V^+li-) 

Via *+/»* 0g «*(-o+K ; 2«*+^)(3a+^2o*4¥'.K5) 


Si deve quindi concludere, che, mentre il punto attratto 
si confonde col vertice E della piramide, l'attrazione in dis- 
corso sarà zero, e ponendo il punto medesimo nel punto C, 
cioè nel punto di mezzo di un lato della base, tale attrazione 
viene espressa dalla (70). In tutti i punti intermedi della 
EC, l’attrazione viene data dalla (69). 

La questione di sapere, ove questa attrazione riesce un 
massimo, non è molto semplice a risolvere. Per tale fine 

dovrebbesi formare la derivata ^ (lo che non presenterebbe 

difficoltà alcuna), risolvendo poscia l’equazione ^-=0perAj, 

si troverebbe la proposta posizione del punto 0, ma la riso- 
luzione medesima presenta della difficoltà, atteso la forma 
trascendente dell’ equazione. 


§. 22. 

1°. Il metodo praticato nei precedenti paragrafi, per de- 
terminare l’attrazione dei poliedri, è generale, e mentre si ap- 
poggia sulle formule (6), (7), (50) e (51), non richiede nella 
esecuzione nessuna nuova integrazione. Ma l’iudieata attra- 
zione può' in alcuni casi dedursi in un modo più diretto, cioè 
senza decomporre il corpo in piramidi; dividendolo in vece 
direttamente in elementi. Per trattare un caso concreto in 
questo modo, si torni al §. 17, il quale considera l'attrazione 
di un prisma retto sopra un punto, che giace nel piano di 
una sua base, decomposta lungo una qualunque retta di 
questo piano. Ritenendo per tale fine tutte le denotazioni ivi 
adoperate, si decomponga il prisma con tanti piani paralleli 
al piano delle xy in elementi, ciascuno di questi rappresenta 
un poligono materiale, il quale attrae l'origine lungo l’asse 
delle x con una forza, che dipende dalla (6). Con facile ra- 
gionamento si trova il differenziale della forza in proposito, 
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cangiando in questa formula h in z e 1; in dz, e per trovare 
X, fa d’uopo integrare ogni singolo termine del sommatorie, 
che forma il secondo membro di questa equazione. Da ciò 
segue, che la cercata attrazione consiste in una somma di 
tanti termini, quanto è il numero dei lati del poligono, che 
rappresenta da base del prisma. Considerando il solo primo 
termine di questa somma, e chiamando a l’angolo, che fa il 
corrispondente lato del poligono coll' asse delle x, si avrà per 
il termine della somma, che si riferisce a questo lato la forza 


(71) X, = 



sen a i/t -f- cos a .r, -(- Vx? + i/, 2 ^ f j g 

sen « y,-f cos a x 2 -f- J' .r 2 2 -f- i/ 2 2 + z- 


Da ciò si vede, che la determinazione della proposta attra- 
zione del prisma si riduce alla somma di tanti integrali della 
forma 

f log (a -j- yv i + z l ) 

Non è qui il luogo di dare lo sviluppo completo di questo 
integrale, basterà di dare alcuni cenni sul medesimo. Facendo 
]/h' L s 2 = z v , i\ medesimo si riduce alla somma di quattro 

integrali, dei quali i più complicati sono j seguenti, cioè 

/ log (ò 2 + 2 a v 4- r 2 ) d v, j'± log (b l + 2 a v + v*) d v. 

Il secondo di questi due integrali si può riportare al 
j>rimo, introducendo una nuova variabile dietro la condi- 
zione « = * ; quanto spetta poi al primo, si può tenere diverse 

strade. In primo luogo si potrebbe il trinomio V 2 -f- 2 a v -f- v ! 
decomporre in due fattori del primo grado, risolvendo poscia 
il logaritmo del prodotto nella somma dei logaritmi dei due 
fattori, ed integrando dopo questi ultimi termini. In secondo 
luogo potrebbesi integrare per parti, immaginando, che il 
simbolo logaritmico abbia l'unità per fattore; questa tras- 
formazione rende il dato integrale algebrico e razionale, ed 
in questa forma facilmente si effettua rintegrazione. L’er- , 
tanto si trova 


J log (ò 2 -f- 2 a v -f- v *) dv = (v -f- a) log (ò 2 -f- 2 
— 2 r -f- 2 j/b* — a- are tg " - r -_ -j- Cosi 
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ed il proposto integrale assume la seguente forma 
(72) /log (a +/#+**) dz = z [log(a-f- yb 2 -{-z 2 )— l] 

— a log ()/& 3 -{-e 2 — z) — 2 f/b z — a 2 are tg + Cost 



Questa forma dell’ integrale è reale, perchè nel caso attuale 
si ha sempre ò 3 >a 3 . Infatti si ha sen a . «/, -j- cos a . x x — a, 
e {x 2 -\-y 2 ) = b 2 , quindi sarà 


b 1 — a 2 = x x 2 — (sen «.«/, -f-cos«.a; 1 ) 2 =(a;, sen a — y, cos a) 2 


e questo risultato rappresenta una quantità essenzialmente 
positiva, come si asseriva. 


Tornando adesso alla (72), introducendo i limiti zero e 
e, e riunendo i due archi tang, che compariscono, in uno 
solo, si ottiene la seguente formula 


(72.Q /log ( a + yi 2 4- z 2 )dz =z [log (o + VW+ z‘) - 1 ] 
o 


- — «log — — - — 2 y'b- — a 2 are tg 


(Vv + j 

(V¥ + r* 


e — b){b — o) 

~z + b)Vy^-a* 


Questa formula suppone implicitamente il simbolo b posi- 
tivo, e ciò per essersi nel prendere i limiti servito dell’ equa- 
zione yi 2 — b, mentre il simbolo radicale rappresenta sempre 
il suo valore positivo. Ma Z»*=ìb i 2 -|— y, 2 , quindi b— yx^-j-y 2 , 
e anteriormente fu esposto, che questa radice, che entra 
nella (6), e quindi anche nella (71), si può. sempre intendere 
positiva; da ciò si deve concludere, che l’ipotesi del supporre 
b positivo è nel caso presente giustificata. 

Considerando la (71) si vede, che il suo secondo membro 
può decomporsi in due integrali della forma rappresentata 
dalla (72. a ), avendosi pel primo 

a = ?/, sen « -j- a - , cos a b — j/ap, 3 -f~ D\ 2 


e pel secondo 

a = y. t sen « -f- x 2 cos a b — -f- y. } 

Inconseguenza di questi valori, la (71) si trasforma nella 


♦ 
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X, — sen a 


z lo<r y ' scn «+»! C0Stt + Ka^» +yi*-H* 
° fh sen or-}-a; s cos o-f- V Sj*+yj*+^* 


— (?/, sen a+x, cos a) log ~ 

+ (y 2 sen a -f x., cos «) log 

V #2*"r Vx 


( 73 ) 


- 2 (*, sena — y t cosa) arctg 

V ‘ ■' 7 \(K®i*+r. *+**-*+ fV+j/, 


X 


(K.t,*+ 2 /,*— (yi sena-par, cosa)) 
(x, een a— y, cos a) 


’) 


+ 2 (a? 2 sen a — y 2 cos a) arctg X 




x 


( T .r/4- j/,*— { j/j sen a+x 3 eoe a) ) 
(a, sena— ^ t cosaj 


') 


Tale è il primo termine della somma, che rappresenta 
la componente dell’ attrazione (lungo l’asse delle x) del 
prisma sull’ origine; si ottiene il secondo termine cangiando 
qui x u y ìt x 2 , y 2 rispettivamente in x. lt y 2 , x 3 , y :i , e nel 
medesimo tempo deve intendersi per a l'angolo formato dal 
lato (x 2 y 2 ) (Xrj y 3 ) coll’ asse delle x. Similmente si avrà il 
terzo termine e via discorrendo. 

La (73) costituisce una seconda soluzione del problema 
trattato nel §. 18, cioè di determinare l’attrazione di un 
prisma retto sopra un punto, collocato nel piano di una delle 
sue basi, decomposta lungo una retta, giacente in questo 
piano. La formula (61 ) ivi sviluppata pel caso particolare del 
parallelepipedo si potrebbe dunque far discendere dalla (73). 


§• 23. 

Ajipendice al §. S. 

1". Abbiasi tìg. (22) in un piano parallelo a quello delle 
xy e nella distanza h dal medesimo due trapezi M P, P 2 N 
e M x P, P 2 iV, , i quali, avendo il lato P, P 2 comune, si 
estendono nella parte opposta fino all’ infinito. Chiamasi X, 
l’attrazione, che esercita il primo trapezio sul punto 0 lungo 
il suo lato infinito P, M, e X 2 quella esercitata dal secondo 
trapezio sullo stesso punto, anch’ essa presa lungo la dire- 
zione dei suoi lati infiniti, cioè lungo l a P ( ]\f r Ambe due 

K&llku, Ricerche sull* attrazione (Urlio montagne. q 
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queste forze vengono date dalla formula (20), ed apparisce 
ad evidenza, che i simboli q { , q 2 , r,, r 2 e ifc assumono, in 
ambe due i casi, i medesimi valori. L'unico elemento, che 
non coincide nei due casi contemplati, è l’angolo «, che com- 
prende il lato 1\ P 2 rispettivamente colle due direzioni P, M 
e P, M v Chiamando quindi questi due angoli, misurati nel 
dovuto modo, «, e a 2 , sarà 


X, = h sen «, 
donde 


<h +Jj 
</* + » 


X , — Tt sen a 2 log 


9i + n 

+ r i 


(74). • • 


X, sen «, 

X, sen ■<*, 


e qui si potrebbe il secondo membro anche rimpiazzare per 
il rapporto delle larghezze dei due trapezi. 

Essendo uno dei due trapezi in proposito un rettangolo, 
il valore assoluto del corrispondente seno, per esempio sen a.,, 
uguaglia all' unità, e si avrà, parlando sempre dei valori asso- 
luti delle attrazioni 
(75) X, = X 2 sen a, 

ove rappresenta X, l’attrazione' del trapezio, e X 2 quella del 
rettangolo, ambe due decomposte lungo i Iati infiniti di queste 
figure. Questa formula riporta quindi l’attrazione del tra- 
pezio infinito a quella del rettangolo infinito. Riflettasi poi, 
che l’attrazione di quest’ ultima figura consiste sempre nella 
differenza o nella somma di due altri rettangoli infiniti, disposti 
in guisa, che il piano, guidato pel punto attratto e per uno dei 
suoi lati infiniti, sia perpendicolare al piano del rettangolo mede- 
simo; i quali rettangoli infiniti si chiamerano in seguito, per più 
brevità di linguaggio, rettangoli semplici. Si rileva quindi, che 
l’attrazione del trapezio lungo la direzione del suo lato infinito 
si può sempre, con un calcolo assai facile, riportare all’ attra- 
zione del rettangolo semplice lungo un suo lato infinito. 

Supponendo nella (75) i lati infiniti del trapezio paralleli 
all’asse delle x, l’angolo, colnpreso fra il lato finito del tra- 
pezio e l’asse delle x, sarà espresso da «, , ed i lati infiniti del 

rettangolo formano col medesimo asse l’angolo * — <r, = t,. 

Introducendo questo nuovo angolo nella equazione medesima, 
si ottiene 
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(75.») X, = X, cos e, 

vale a dire, si troverà X, , progettando la X., sull’ asse delle x. 

Tornando adesso a considerare l’attrazione del poligono 
(lìg. 2), la quale già fu trattata nel §. 3, possiamo in seguito 
dei ragionamenti, ora riportati, questa forza anche trovaro 
nel seguente modo. Dal punto 0', in cui viene il piano del 
poligono intersecato dall’ asse delle s , si guidi sopra ciascun 
lato del poligono una perpendicolare, e poi si tirino per gli 
estremi del lato due paralleli a questa perpendicolare, le 
quali s’intendono prolungate fino all' infinito, verso quella 
parte dello spazio, che corrisponde all’ andamento positivo 
dell’ asse delle x. Tale costruzione non è nel caso della 
figura eseguita che per il solo lato A { A n . Nascono in questo 
modo tanti rettangoli infiniti, quanto è il numero dei lati 
del poligono. Si determini poi l’attrazione di ciascun ret- 
tangolo sul punto 0 lungo la perpendicolare, guidata dal 
punto 0' sul suo lato finito, e si projetti ciascuna forza sull’ 
asse delle x. Formando poscia la somma di tutte queste 
prelezioni, dando a ciascuna il dovuto segno algebrico, si trova 
senza altro l’attrazione del poligono sul punto 0 lungo l'asse 
delle x. Quanto spetta al segno di ciascuna componente, si 
deve sempre osservare, che questo è -j- ovvero — , secondo 
che y n — Vn+i è positivo o negativo, intendendo, che i vertici 
siano presi nell’ andamento positivo del perimetro. 

Dal fin qui esposto segue, che l’attrazione del poligono 
lungo una data retta, parallela al suo piano, dipende in gene- 
rale dall’ attrazione del rettangolo lungo la direzione dei 
suoi lati infiniti, o siccome l’attrazione di quest’ ultima figura 
dipende sempre dall’ attrazione del rettangolo semplice, così 
si vede, potersi l’attrazione del poligono in proposito ripor- 
tare a quelle di 2 il rettangoli semplici lungo i loro lati 
infiniti. 

2°. L’attrazione del rettangolo semplice PP MN (fig.23) 
sul punto 0 lungo la direzione 0 X viene espressa dalla 

° + à* 

essendo h — P Q, come al solito la distanza del rettangolo 
dal piano delle xy, a — () Q ' l’ascisse del punto P , e b — QQ’ 

0 * 
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la sua ordinata, mentre denota k la massa, contenuta nell’ 
unità di superficie del rettangolo. 

Chiamando /S l’angolo POY, compreso fra la retta 0 P 

e l’asse delle y, si ha cos B = e la precedente 

V 4 - 6 * + h* 

formula si trasforma nella 

(70) . . . X — Jc log 1 + “ 8 13 — k log cot | 

Questa formula dà luogo alla seguente proposizione: 
S’immagini un cono circolare, il cui asse coincide con quello 
delle y, e si guidi da un qualsiasi punto P della sua super- 
ficie una perpendicolare P P' sul piano delle x e. Com- 
piendo poi col guidar delle rette P M e P N parallele all’ 
asse delle x il rettangolo semplice P P' M N, l’attrazione di 
questo sul punto 0 lungo l’asse delle x riesce indipendente 
dalla posizione del punto P sulla superficie del cono. Sup- 
ponendo invece del cono una qualsiasi altra superficie di 
rotazione, la proposizione non rimane vera che per i soli 
punti, collocati nel medesimo parallelo. Dalla (76) discen- 
dono ancora delle altre verità, basterà di aver qui accennato 
la precedente, la quale si avrebbe del resto pure potuto tro- 
vare mediante la (36). 

3°. Di sopra fu esposto, che l’attrazione di un poligono 
di n lati sopra un punto dentro o fuori del suo piano, e de- 
composta lungo una retta parallela al piano medesimo, si 
trova in un modo assai semplice mediante le attrazioni di 
2 n rettangoli semplici lungo le direzioni dei loro lati in- 
finiti. Quindi ho creduto utile di calcolare una tavola nu- 
merica, che esprime questa attrazione, la quale, come è nota, 
viene data dalla formula 


: «P: 


X - * log 5 ± * -* log ( ». +/l+-»-) 

b Va * + h * \V a‘ +7i* 'V ' rt* -(- 7iV 

Ho preso per variabile indipendente la quantità 


la quale si trova iscritta nella colonna A, la colonna li con- 
tiene i rispettivi valori di a , la colonna C fornisce i va- 
lori di X, e quella 1J i valori di Log X (denotando con Log 
il logaritmo liriggiano). l’er facilitare la stampa, si tiene 
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qui il sistema di porre le caratteristiche negative al luogo 
del zero / corrispondente agli interi del logaritmo, distinguen- 
dole dalle caratteristiche positive col carattero grasso. Così 
si trova a modo di esempio nella colonna D per il valore di 

— 2,5 il numero 1,59110, il quale non significa 
altro che 0,59110 — 1. Si avverte che in alcune opere si 
denota questo numero invece con 1,591 10. 

Si deve di più intendere, che nella tavola il valore di k 
sia soppresso come inutile per la sua costruzione; e per 
questo valore si deve moltiplicare il valore, dato della tavola, 
per ottenere la vera attrazione. 


Tavola, clic ptiò servire per facilitare la determinazione 
numerica dell’ attrazione del poligono. 



A 

lì 

| 

G 

1) 

A 

lì 

° 

I) 

o,t 

0,01 

2,99322 

0,47686 

3,3 

10,89 

0,29868 

1,47506 

0,2 

0,04 

2,31244 

0,36407 

3,4 

11,56 

0,29003 

1,46215 

0,3 

0,09 

1,91890 

0,28305 

3,5 

12,25 

0,28196 

1,45019 

0,4 

0,16 

1,64723 

0,21675 

3,6 

12,96 

0,27432 

1,43826 

0,5 

0,25 

1,44364 

0,15946 

3,7 

13,69 

0,26708 

1,42665 

0,6 

0,36 

1 ,28380 

0,10850 

3,8 

14,44 

0,26021 

1,41533 

0,7 

0,49 

1,15448 

0,06239 

3,9 

15,21 

0,26368 

1,40129 

0,8 

0,64 

1,04759 

0,02019 

4,0 

1G,00 

0,24747 

1,39352 

0,9 

0,81 

0,95780 

1,98127 

4,1 

16,81 

0,24155 

1,38300 

1,0 

1,00 

0,88137 

1,94516 

4,2 

17,64 

0,23590 

1,37273 | 

1,1 

1,21 

0,81561 

1,91148 

4,3 

18,49 

0,23051 

1,36269 

1,2 

1,44 

0,75819 

1,87995 

4,4 

19,36 

0,22536 

1,35288 

1,3 

1,69 

0,70846 

1,86032 

4,6 

20,25 

0,22043 

1,34328 

1,4 

1,96 

0,66433 

1,82238 

4,6 

21,16 

0,21571 

1,33388 

1,6 

2,26 

0,62514 

1,79598 

4,7 

22,09 

0,21119 

1,32468 

1,6 

2,56 

0,59014 

1,77096 

4,8 

23,04 

0,20685 

1,31567 

1,7 

2,89 

0,55871 

1,74719 

4,9 

24,01 

0,20269 

1,30683 

1,8 

3,24 

0,53034 

1,72456 

5,0 

25,00 

0,19869 

1,29818 

1,9 

3,61 

0,50462 

1,70297 

5,1 

26,01 

0,19484 

1,28969 

2,0 

4,00 

0,48121 

1,68234 

5,2 

27,04 

0,19114 

1,28136 

9,1 

4,41 

0,45982 

1,66268 

5,3 

28,09 

0,18758 

1,27318 

2,2 

4,84 

0,44019 

1,64364 

5,4 

29,16 

0,18414 

1,26516 

2,3 

5,29 

0,42213 

1,62546 

5,5 

30,25 

0,18083 

1,25727 

9,4 

5,76 

0,40547 

1,60795 

5,6 

31,36 

0,17764 

1,24953 

2,5 

6,26 

0,39004 

1,59110 

5,7 

32,49 

0,17455 

1,24192 

2,6 

6,76 

0,37571 

1,67486 

5,8 

33,64 

0,17157 

1,23444 

2,7 

7,29 

0,36239 

1,55917 

5,9 

34,81 

0,16869 

1,22709 

2,8 

7,84 

0.34996 

1,54401 

6,0 

36,00 

0,16590 

1.21986 

2,9 

8,41 

0,33834 

1,62935 

6,1 

37,21 

0,16321 

1,21274 

3,0 

9,00 

0,32745 

1,51515 

6,2 

38,44 

0,16060 

1,20574 

3,1 

9,61 

0,31723 

1,50138 

6,3 

39,69 

0,15807 

1,19885 

13.2 

10,24 

0,30762 

1,48802 

6,4 

40,96 

0,15562 

1,19207 


A 

II 

c 

TJ 

A 

B 

0 

V 

! 6,5 

42,25 

0,15325 

1,18539 

8,3 

68,89 

0,12019 

1,07988 

6,6 

43,56 

0,15094 

1,17881 

8,4 

70 56 

0,11877 

1,07470 

| 6,7 

44,89 

0,14871 

1,17233 

8,6 

72,25 

0,11738 

1,06958 

6,8 

46,24 

0,14653 

1,16594 

8,6 

73,96 

0,11602 

1,06453 

1 6,9 

47,61 

0,14443 

1,15964 

8,7 

75,69 

0,11469 

1,05953 

7,0 

49,00 

0,14238 

1,15344 

8,8 

77,44 

0,11339 

1,05459 

7,1 

50,41 

0,14038 

1,14732 

8,9 

79,21 

0,11212 

1,04970 

7,2 

51,81 

0,13845 

1,14128 

9,0 

81,00 

0,11088 

1,04487 

7,3 

53,29 

0,13656 

1,13533 

9,1 

82,81 

0,10967 

1,04009 , 

7,4 

54,76 

0,13473 

1,12946 

9,2 

84,64 

0,10848 

1,03536 ' 

7,5 

56,25 

0,13294 

1,12366 

9,3 

86,49 

0,10732 

1,03068 ! 

7,6 

57,76 

0,13120 

1,11794 

9,4 

88,36 

0,10618 

1,02605 

7,7 

59,29 

0,12951 

1,11230 

9,5 

90,25 

0,10507 

1,02148 

7,8 

60,84 

0,12786 

1,10672 

9,6 

92,16 

0,10398 

1,01695 

7,9 

62,41 

0,12625 

1,10122 

9,7 

94,09 

0,10291 

1,01246 

8,0 

64,00 

0,12468 

1,09579 

9,8 

96,04 

0.10186 

1,00802 

8,1 

65,61 

0,12314 

1,09041 

9,9 

98,01 

0,10084 

1,00363 

8,2 

67,24 

0,12165 

1,08512 

10,0 

100,00 

0,09983 

2,99928 


Non è qui il luogo di dare una applicazione numerica 
di questa tavola al caso di un poligono; ciò sarà riservato 
alla seconda parte di questa memoria. Del resto il suo signi- 
ficato è chiaro; così andando nella colonna A al numero 
3,2 e trovando nella colonna C la rispettiva forza 0,30762, 
ciò si deve intendere nel seguente modo: Se si dà fig. 23 al 
rettangolo jP P' M N una grossezza uniforme ed ipotetica 
tale, che esso contiene in ogni unità di superficie la massa 
= 1, e supponendo inoltre per il rettangolo medesimo essere 
Ya l -j- Ir — 3,2 b, allora attrae esso il punto 0 nella dire- 
zione 0 X colla forza 0,30762. L’unità di questa forza è 
quella, con cui il punto 0 viene attratto da un altro punto, 
posto nella distanza = 1 dal medesimo, il quale possiede la 
massa = 1. 


Nota al §. 14. 

Nella (49) come anche nelle altre formule di questo paragrafo 
rappresenta il simbolo are tg dappertutto quello dei suoi valori, che 
, n n 

e compreso fra — — e -- 

Di piu, si faccia ancora un’ altra osservazione, cioè che si può 
sempre sopprimere l’inferiore dei doppi segni contenuti in questa for- 
mule; il quale fatto rende ancora superfluo il relativo criterio per 
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determinare il segno in discorso. Per guistificare questo asserto fac- 
ciasi per un istante 

a:, (x, — x t ) + y, (y, - y t ) = A 
.r, (a;, — .r s ) + y, (y, - ?/,) = li 

e sarà 

A — li = (.t, - oc 2 ¥ + (Vi — ih ? > 0 


Ora possono aver luogo due casi, nel primo il valore numerico 
di A supera quello di B, mentre nel secondo si verifica il contrario. 
Quanto spetta al primo caso, è palese che A dev’ essere necessaria- 
mente positivo, mentre B può essere positivo o negativo; e riflettendo 
bene sulla regola relativa alla determinazione del segno, si vede che 
questa assegna nel caso attuale il segno superiore per il vero. Nel 
secondo caso poi, ove B è numericamente maggiore di A , quella 
quantità deve avere un valore negativo, mentre A può essere tanto 
positivo, quanto negativo; la indicata regola assegna per questo caso 
pure il segno superiore. Da ciò risulta, che si verifica sempre il seguo 
superiore, come si voleva esporre. Il fin qui detto è senza altro ap- 
plicabile alle formule (60) e (51), le quali assumono in questo modo 
forme piu semplici. 
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Errata. 


pwj- 

linea 

invece di 

Irggi 

2 

2 

rifletti 

rifletta 

11 

10 

coordinate 

coordinato 

11 

22 

rifletti 

rifletta 

12 

18 

constiti! i «tee 

sostituisce 

13 

21 

coordinate 

coordinato 

13 

25) 

può 

passone 

43 

2 

poli formo 

poliforme 

49 

1G 

ritiengono 

ritengono 
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